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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Íà êàôåäðå îáùåé ôèçèêè âåäåòñÿ ðàáîòà ïî ïîäãîòîâêå è èçäàíèþ îðèãè-

íàëüíîãî êóðñà «Îáùàÿ ôèçèêà», ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçè÷åñêèõ ñïåöè-

àëüíîñòåé âóçîâ.

Êóðñ áóäåò îõâàòûâàòü ÷åòûðå ðàçäåëà: «Ìåõàíèêà», «Ìîëåêóëÿðíàÿ ôèçè-

êà», «Ýëåêòðîìàãíåòèçì» è «Îïòèêà», ñîîòâåòñòâîâàòü íîâûì ó÷åáíûì ïðîãðàììàì,

ðàçðàáîòàííûì íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, è îòðàæàòü ñîâðåìåííûå òåíäåí-

öèè è òåõíîëîãèè ôèçè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íåì íàèáîëåå

ïîñëåäîâàòåëüíî â ìåòîäè÷åñêîì îòíîøåíèè ïðîâîäèòñÿ òî÷êà çðåíèÿ î ñóùåñòâåí-

íîì åäèíñòâå îñíîâíûõ ôîðì îáó÷åíèÿ ôèçèêå: ëåêöèé, ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è

ñåìèíàðñêèõ óïðàæíåíèé. Ëåêöèè ïî êàæäîé òåìå íà÷èíàþòñÿ ñ äåìîíñòðàöèè îñíîâ-

íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôàêòîâ, êîòîðûå çàòåì àíàëèçèðóþòñÿ è îáîáùàþòñÿ â âèäå

ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è ñîîòíîøåíèé. Òàêîé ïîäõîä ê èçëîæåíèþ ìàòåðèàëà çàêðåïëÿåò-

ñÿ ïðè âûïîëíåíèè ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, öåëü êîòîðûõ � íàó÷èòü ñòóäåíòîâ

íàâûêàì ñàìîñòîÿòåëüíîé ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîáëåì, ïðîâåäåíèþ ýê-

ñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, à òàêæå ìåòîäàì

èíòåðïðåòàöèè è àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Áîëåå ãëóáîêîå ïîíèìàíèå îñ-

íîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé è çàêîíîìåðíîñòåé äîñòèãàåòñÿ íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííûìè çàäà÷àìè êàæäûé ðàçäåë êóðñà áóäåò ñî-

ñòîÿòü èç ÷åòûðåõ ïîñîáèé: «Ëåêöèè», «Ëåêöèîííûé ýêñïåðèìåíò», «Ëàáîðàòîðíûé

ýêñïåðèìåíò», «Ñåìèíàðñêèå çàíÿòèÿ». Ïîñîáèÿ, íàïèñàííûå â åäèíîì ìåòîäè÷åñêîì

êëþ÷å, áóäóò êîìïëåêòîâàòüñÿ âèäåîçàïèñÿìè ëåêöèîííûõ äåìîíñòðàöèé è äèñêåòàìè

ñ îïèñàíèåì ìîäåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå «Êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ëåêöèè» ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ãîòîâÿùåãîñÿ

ê èçäàíèþ êóðñà «Ìåõàíèêà» è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ó÷åáíîå

ïîñîáèå ïî äàííîé òåìå. Ëåêöèè íàïèñàíû íà îñíîâå êóðñîâ, ÷èòàåìûõ àâòîðàìè íà

ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ. Êàê è â ïðåäûäóùèõ âûïóñêàõ ýòîé ñåðèè, ïðåäëàãàåòñÿ

ìíîãîóðîâíåâûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ýòîãî âàæíåéøåãî ðàçäåëà.



4 Êîëåáàíèÿ è âîëíû

Â ÷àñòè, ïîñâÿùåííîé êîëåáàíèÿì ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû (ëåêöèè

1�2), íàðÿäó ñ òðàäèöèîííûìè ñèñòåìàìè ðàññìàòðèâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷-

íûõ îñöèëëÿòîðîâ: âûñîêîäîáðîòíîãî êàìåðòîíà, ïðåöèçèîííîãî ôèçè÷åñêîãî ìàÿò-

íèêà, èñïîëüçóåìîãî â êà÷åñòâå ãðàâèòàöèîííîé àíòåííû, êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà, ìíî-

ãîàòîìíûõ ìîëåêóë è îïòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà � ýëåêòðîíà â àòîìå. Àíàëèçèðóþòñÿ

ôàçîâûå ïîðòðåòû ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ êîëåáàíèé, à òàêæå íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Ïðåäëîæåíà óïðîùåííàÿ êîíöåïöèÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïè-

ñàíèÿ àâòîêîëåáàíèé (ìàÿòíèê íà âðàùàþùåìñÿ âàëó) è ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé

(ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê ñ èçìåíÿþùåéñÿ äëèíîé íèòè) ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé

ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà. Áîëåå äåòàëüíî, ÷åì îáû÷íî, ðàññìîòðåíû ñâîáîäíûå è âû-

íóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ äâóìÿ, òðåìÿ è N ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ââåäåíî äèñïåð-

ñèîííîå ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå ñâÿçàòü ÷àñòîòó ìîäû ω è åå êîíôèãóðàöèþ, çàäà-

âàåìóþ âîëíîâûì ÷èñëîì k (ëåêöèè 3�4). Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òåïëîâûõ ôîíîíîâ â êðèñ-

òàëëàõ. Ñòîÿ÷èå âîëíû â ñïëîøíûõ ñðåäàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðå-

õîäà ïðè N → ∞.

Ëåêöèè 5�6 ïîñâÿùåíû áåãóùèì âîëíàì. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ íå òîëüêî

îáùåïðèíÿòûå ìîäåëè âîëíîâûõ äâèæåíèé ÷àñòèö òâåðäûõ òåë, æèäêîñòè è ãàçà, íî

òàêæå îáúåìíûå è ïîâåðõíîñòíûå ñåéñìè÷åñêèå âîëíû è ñîâðåìåííàÿ ñåéñìè÷åñêàÿ

ìîäåëü Çåìëè. Íà îñíîâå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà, ââåäåííîé â ïðåäûäóùèõ ó÷åáíûõ

ïîñîáèÿõ ýòîé ñåðèè, ïðåäëàãàåòñÿ àäàïòèðîâàííûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ãðàâèòàöèîí-

íî�êàïèëëÿðíûõ âîëí è îöåíèâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ âîëí, âêëþ÷àÿ âîëíû öó-

íàìè. Äëÿ íàèáîëåå ïîäãîòîâëåííûõ ñòóäåíòîâ èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ýëåìåíòû íåëè-

íåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí êîíå÷íîé àìïëèòóäû.

Àâòîðû ñ÷èòàþò ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü

÷ë.�êîðð. ÐÀÍ ïðîô. Î.Â.Ðóäåíêî, ïðîô. Â.Ï.Ìèòðîôàíîâó, äîö. Â.È.Áàëàêøèþ,

ïðîô. Ê.Â.Ïîêàçååâó, ñ.í.ñ. Å.Â.Âîðîíèíîé çà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå ñîäåðæàíèÿ îòäåëü-

íûõ òåì, âõîäÿùèõ â îáëàñòü ïðîôåññèîíàëüíûõ íàó÷íûõ èíòåðåñîâ íàøèõ êîëëåã.

Ìû òðàäèöèîííî ïðèçíàòåëüíû äîö. Ì.Â.Ñåìåíîâó è àññ. À.À.ßêóòå çà âíèìà-

òåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè è öåííûå çàìå÷àíèÿ, à òàêæå í.ñ. À.Â.Ñåëèâåðñòîâó,

ì.í.ñ. Ì.Ï.Âèíîãðàäîâó, À.À.Áàðàíîâó, Ä.À.Áàðàíîâó è Í.À.ßêóòà çà ïîäãîòîâêó

ðóêîïèñè ê èçäàíèþ.
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ËÅÊÖÈß 1
Íåçàòóõàþùèå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Ìåòîä âåêòîðíûõ äèàãðàìì. Ñëîæåíèå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ êîëåáàíèé. Ôàçî-

âûé ïîðòðåò êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Íåãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìàÿòíèêà. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ ñ âÿçêèì òðåíèåì.

Êîýôôèöèåíò è âðåìÿ çàòóõàíèÿ, ëîãàðèôìè÷åñêèé äåêðåìåíò, äîáðîòíîñòü. Êîëåáà-

íèÿ â ñèñòåìå ñ ñóõèì òðåíèåì. ßâëåíèå çàñòîÿ.

Îêðóæàþùèé íàñ ìèð ïîëîí äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ. ×ðåçâû÷àéíî âàæíûì êëàñ-

ñîì äâèæåíèé ÿâëÿþòñÿ òàêèå, â êîòîðûõ îáúåêò ñîâåðøàåò ôèíèòíîå (îãðàíè÷åííîå)

äâèæåíèå âáëèçè íåêîòîðîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ðàçóìååòñÿ, ïîä äâèæåíèåì ìû

ïîíèìàåì íå òîëüêî åãî ïðîñòåéøóþ ôîðìó � èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ îáúåêòà â ïðî-

ñòðàíñòâå, � íî è ëþáîå èçìåíåíèå âî âðåìåíè ñâîéñòâ ìàòåðèè, ðàñïðåäåëåííîé â ïðî-

ñòðàíñòâå. Êîëåáàíèÿìè íàçûâàþòñÿ ïðîöåññû, ïîâòîðÿþùèåñÿ (èëè ïðèáëèçèòåëüíî

ïîâòîðÿþùèåñÿ) âî âðåìåíè.

Ëþáàÿ ñèñòåìà, êîëåáàíèÿ êîòîðîé ìû áóäåì èçó÷àòü, ìîæåò áûòü îõàðàêòå-

ðèçîâàíà íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé, îòêëîíåíèå êîòîðîé f(x, y, z, t) îò ðàâíîâåñíîãî

çíà÷åíèÿ çàâèñèò îò êîîðäèíàò è âðåìåíè.

Â ñëó÷àå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì (à èìåííî òàêèå ñèñòåìû ìû áóäåì äàëåå

èçó÷àòü â êóðñå «Ìåõàíèêà») äâèæóùèìèñÿ îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷å÷íûå ìàññû èëè

ôèçè÷åñêè ìàëûå ýëåìåíòû îáúåìà ìàòåðèàëüíîé ñðåäû (æèäêîñòè, ãàçà, òâåðäîãî òåëà

è ò.ä.). Ïîýòîìó ïðè îïèñàíèè êîëåáàíèé òàêèõ ñèñòåì ôóíêöèÿ f(x, y, z, t) ìîæåò õàðàêòå-

ðèçîâàòü ñìåùåíèå (ëèíåéíîå èëè óãëîâîå), ñêîðîñòü, óñêîðåíèå, äåôîðìàöèþ, êèíåòè-

÷åñêóþ èëè ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, äàâëåíèå è ïð.

Ïðè êîëåáàíèÿõ â ýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ êîëåáëþùåéñÿ âåëè÷èíîé f ìîæåò

áûòü òîê â öåïè, çàðÿä íà ïëàñòèíàõ êîíäåíñàòîðà êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà, íàïðÿæåíèå

íà êàòóøêå èíäóêòèâíîñòè. Â ñëó÷àå îòêðûòîãî êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà â îêðóæàþùåì

ïðîñòðàíñòâå êîëåáëþòñÿ ýëåêòðè÷åñêîå E(x, y, z, t) è ìàãíèòíîå B(x, y, z, t) ïîëÿ.

Êîëåáàíèÿ ìîãóò áûòü ðåçóëüòàòîì êðàòêîâðåìåííîãî âíåøíåãî âîçáóæäåíèÿ.

Òîãäà îíè íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè, èëè ñîáñòâåííûìè. Òàêèå êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò íà

÷àñòîòàõ, îáóñëîâëåííûõ èñêëþ÷èòåëüíî êîíñòðóêòèâíûìè îñîáåííîñòÿìè ñèñòåìû �

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ, è ïðîäîëæàþòñÿ â òå÷åíèå íåêîòîðîãî õàðàêòåðíîãî âðåìåíè �

âðåìåíè çàòóõàíèÿ, çàâèñÿùåãî îò äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå.

Äëÿ ïîääåðæàíèÿ íåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé ê ñèñòåìå äîëæíà íåïðåðûâíî ïîäâî-

äèòüñÿ ýíåðãèÿ îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà. Â ýòîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ áóäóò âûíóæäåííûìè.

Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà ïîääåðæàíèÿ íåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé ðàçëè÷àþò âûíóæäåííûå

êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû, àâòîêîëåáàíèÿ, ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëå-

áàíèÿ, ðåëàêñàöèîííûå êîëåáàíèÿ è ò.ä.

Äàëåå ìû ïîñòåïåííî ðàññìîòðèì âñå ìíîãîîáðàçèå ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé.
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Íåçàòóõàþùèå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáî-

äû. Åñëè ïîëîæåíèå ñèñòåìû ìîæåò áûòü îïèñàíî îäíèì åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì

f(t), çàâèñÿùèì îò âðåìåíè, òî òàêàÿ ñèñòåìà èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû. Ïðèìåðàìè

òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûå èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòè÷åñêèé è ïðó-

æèííûé ìàÿòíèêè, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 1.1, åñëè ïåðâûé èç íèõ äâèæåòñÿ â îäíîé

ïëîñêîñòè, à âòîðîé � ïî ïðÿìîé.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà f(t) ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòü ëèáî óãëîâîå ñìåùå-

íèå (f(t) = α(t)), ëèáî ëèíåéíîå ñìåùåíèå âäîëü òðàåêòîðèè (f(t) = s(t)) òî÷å÷íîé ìàññû m

îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à äëÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà f(t) = s(t), ãäå s(t) � ñìåùåíèå

ìàññû m îò åå ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ, èçîáðàæåííîãî ïóíêòèðîì.

Äâèæåíèå òàêèõ è ïîäîáíûõ èì ñèñòåì ìîæíî îïèñàòü íà îñíîâå âòîðîãî

çàêîíà Íüþòîíà:

Fa =m . (1.1)

Åñëè ïðåíåáðå÷ü âíà÷àëå ñèëàìè ñîïðîòèâëåíèÿ (â äàëüíåéøåì ìû ó÷òåì èõ

äåéñòâèå), òî íà ìàññó m ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà áóäåò äåéñòâîâàòü ðåçóëüòèðóþ-

ùàÿ ñèëà F = N + mg (N � ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè), íàïðàâëåííàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîä

óãëîì ê òðàåêòîðèè, à íà ìàññó m ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà, ëåæàùåãî íà ãëàäêîé ãîðèçîí-

òàëüíîé ïîâåðõíîñòè, � ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèëà Fτ, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé ñìåùåíèÿ s

îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Òàê êàê ñìåùåíèå s(t) â ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà îïðåäåëÿåòñÿ òàíãåí-

öèàëüíûì óñêîðåíèåì, òî óðàâíåíèå (1.1) äëÿ îáîèõ ìàÿòíèêîâ çàïèøåòñÿ â âèäå

m
d s

dt
F s mg

s2

2
= = −τ ( ) sin

l
; m

d s

dt
F s

2

2
= τ ( ), (1.2)

ãäå l � äëèíà íèòè.

Ðèñ. 1.1.

a

m
s

0

N

mg

F

F
t

s

F
t

k
m

l

0
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Â ïåðâîì óðàâíåíèè èñïîëüçîâàíà ïðîåêöèÿ Fτ(s) ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû F íà

íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè â âèäå Fτ = �mgsinα = �mgsin(s/l).

Â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðàõ âîçâðàùàþùàÿ ñèëà Fτ(s) ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãî-

âîðÿ, íåëèíåéíîé ôóíêöèåé ñìåùåíèÿ s. Ïîýòîìó òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.2), êî-

òîðûå ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè, ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå

ïðèìåðû òàêèõ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé.

Çäåñü æå ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñìåùåíèÿ ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé íèòè èëè

äëèíîé íåäåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíû. Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âîçâðàùàþùàÿ ñèëà

ïðîïîðöèîíàëüíà ñìåùåíèþ:

F s mg
s

τ ( ) = −
l

; F s ksτ ( ) = − . (1.3)

Âûðàæåíèå ñëåâà çàïèñàíî ïðè ó÷åòå óñëîâèÿ sin(s/l) ≈ s/l, à ñïðàâà � ñ èñïîëüçî-

âàíèåì çàêîíà Ãóêà, ñïðàâåäëèâîãî ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ ïðóæèíû ñ æåñòêîñòüþ k.

Ñ ó÷åòîì (1.3) óðàâíåíèÿ (1.2) ïðèìóò îäèíàêîâûé âèä:

d s

dt

g
s

2

2 = −
l

;
d s

dt

k

m
s

2

2 = − . (1.4)

Ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü êîýôôèöèåíòû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ÷èñëåííî

ðàâíû îòíîøåíèþ âîçâðàùàþùåé ñèëû ïðè åäèíè÷íîì ñìåùåíèè ê ìàññå êîëåáëþùåãîñÿ

òåëà è èìåþò ðàçìåðíîñòü [c�2]. Åñëè èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

ω0
2 =

g

l
, ω0

2 =
k

m
, (1.5)

òî óðàâíåíèÿ (1.4) ïðèìóò âèä óðàâíåíèÿ íåçàòóõàþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, èëè

óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

s
dt

sd 2
02

2

ω−= . (1.6)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.6) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

s t s t( ) sin( )= +0 0 0ω ϕ , (1.7)

â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ôóíêöèþ s(t) ïî âðåìåíè:

ds

dt
s t= +0 0 0 0ω ω ϕcos( ),

d s

dt
s t

2

2 0 0
2

0 0= − +ω ω ϕsin( ) .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (1.6), òî åãî ðåøåíè-

åì ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè (1.7) ñ ÷àñòîòîé ω0, ðàâíîé êîðíþ êâàäðàòíîìó èç

êîýôôèöèåíòà ïðè s.

Çíà÷åíèÿ ýòèõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

(ïðè t = 0) îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíîé ôàçîé ϕ0 (ñì. íèæå) è àìïëèòóäîé êîëåáàíèé s0.

Ó îäíîé è òîé æå ñèñòåìû ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè ïðè ðàçíûõ ñïîñî-

áàõ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé.
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×òîáû âîçáóäèòü ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, íàäî âíà÷àëå (ïðè t = 0) ëèáî îòêëîíèòü

òåëî (çàäàòü íà÷àëüíîå ñìåùåíèå s(0)), ëèáî òîëêíóòü åãî (çàäàòü íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü

ds

dt
(0) = v (0)), ëèáî ñäåëàòü è òî, è äðóãîå îäíîâðåìåííî. Çíàíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé

(ñìåùåíèÿ è ñêîðîñòè) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü àìïëèòóäó s0 è íà÷àëüíóþ ôàçó êîëåáàíèé ϕ0

èç î÷åâèäíûõ óðàâíåíèé:

s s t s t s
t t

( ) ( ) sin( ) sin0
0 0 0 0 0 0 0= = + == =

ω ϕ ϕ ; (1.8)

v( ) cos( ) cos0
0

0 0 0 0 0 0 0 0= = + =
=

=

ds

dt
s t s

t
t

ω ω ϕ ω ϕ . (1.9)

Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé èìååò âèä:

s s0
2

2

0
20
0

= +( )
( )v

ω
; ϕ

ω
0

0 0

0
= arctg

( )

( )

s

v

. (1.10)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé s0, ðàâíàÿ âåëè÷èíå ìàêñèìàëü-

íîãî ñìåùåíèÿ òåëà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ìîæåò ïðå-

âîñõîäèòü íà÷àëüíîå ñìåùåíèå s(0) ïðè íàëè÷èè íà÷àëüíî-

ãî òîë÷êà.

Íàðÿäó ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω0 êîëåáàíèÿ õàðàêòåðè-

çóþòñÿ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ν0 = ω0 / 2π, ðàâíîé ÷èñëó êîëå-

áàíèé çà åäèíèöó âðåìåíè, è ïåðèîäîì êîëåáàíèé

T = 1 / ν0, ðàâíûì äëèòåëüíîñòè îäíîãî êîëåáàíèÿ.

Ïåðèîä ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé (ðàâíî êàê è ÷àñòî-

òû ω0 è ν0) íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ðàâåí

 ,
g

T
lπ= 2

k

m
T π= 2 .  (1.11)

Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ êîëåáàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà � òåëà ïðîèç-

âîëüíîé ôîðìû ìàññû m, çàêðåïëåííîãî íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè O´ òàê, ÷òî åãî öåíòð

ìàññ íàõîäèòñÿ â òî÷êå O, óäàëåííîé îò îñè íà ðàññòîÿíèå à. Ïðè îòêëîíåíèè ìàÿòíèêà

îò âåðòèêàëè íà íåáîëüøîé óãîë α îí áóäåò ñîâåðøàòü ñâîáîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëå-

áàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, ïðèëîæåííîé ê öåíòðó ìàññ (ðèñ. 1.2).

Åñëè èçâåñòåí ìîìåíò èíåðöèè òåëà J îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, òî óðàâíå-

íèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

.sinmgaM
dt

d
J α−==α

2

2

(1.12)

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè âðàùåíèè, íàïðèìåð, ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè óãîë α óâåëè÷èâàåòñÿ,

òî ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè Ì âûçûâàåò óìåíüøåíèå ýòîãî óãëà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè α > 0

ìîìåíò M < 0. Ýòî è îòðàæàåò çíàê ìèíóñ â ïðàâîé ÷àñòè (1.12).

Ðèñ. 1.2.

a
a

O

mg

O ́
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Äëÿ ìàëûõ óãëîâ îòêëîíåíèÿ óðàâíåíèå (1.12) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå ãàðìî-

íè÷åñêèõ êîëåáàíèé

,
J

mga

dt

d α−=α
2

2

 (1.13)

èç âèäà êîòîðîãî ñðàçó ÿñíî, ÷òî ÷àñòîòà ω0 è ïåðèîä Ò êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

ω 0
2 =

mga

J
;

mga

J
T π= 2 . (1.14)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé ôèçè÷åñêîãî (1.14) è ìàòåìàòè-

÷åñêîãî (1.11) ìàÿòíèêîâ, ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáà ïåðèîäà ñîâïàäàþò, åñëè

l=
ma

J
. (1.15)

Ïîýòîìó ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðèâåäåííîé äëèíîé (1.15), êîòîðàÿ

ðàâíà äëèíå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ òàêèì æå ïåðèîäîì êîëåáàíèé.

Ïåðèîä êîëåáàíèé ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà (à, ñëåäîâàòåëüíî, è åãî ïðèâåäåííàÿ

äëèíà l) íåìîíîòîííî çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ à. Ýòî ëåãêî çàìåòèòü, åñëè â ñîîòâåòñòâèè

ñ òåîðåìîé Ãþéãåíñà�Øòåéíåðà ìîìåíò èíåðöèè J âûðàçèòü ÷åðåç ìîìåíò èíåðöèè J0

îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíîé ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ:

J = J0 + ma2. Òîãäà ïåðèîä êîëåáàíèé (1.14) áóäåò ðàâåí:

mga

maJ
T

2
02

+
π= . (1.16)

Èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé ïðè óäàëåíèè îñè âðàùåíèÿ îò öåíòðà ìàññ O â îáå

ñòîðîíû íà ðàññòîÿíèå à ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.3.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îäèí è òîò æå

ïåðèîä êîëåáàíèé ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ

îòíîñèòåëüíî ëþáîé èç ÷åòûðåõ îñåé, ðàñ-

ïîëîæåííûõ ïîïàðíî ïî ðàçíûå ñòîðîíû

îò öåíòðà ìàññ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóì-

ìà ðàññòîÿíèé +
1a  è +

2a  ðàâíà ïðèâåäåííîé

äëèíå ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà: ++ += 21 aal .

Â ñèëó ñèììåòðèè ãðàôèêà ÿñíî, ÷òî

−+ += 12 aal . (1.17)

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáîé îñè âðàùåíèÿ O+ îïðåäåëèòü ñîïðÿæåííóþ

îñü O�. Ïåðèîä êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî ýòèõ îñåé îäèíàêîâ, à ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè

ðàâíî ïðèâåäåííîé äëèíå ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

Íà ðèñ. 1.4 èçîáðàæåíû ïîëîæåíèÿ îñåé O+ è O�, ïðè ýòîì îñü âðàùåíèÿ, óäà-

ëåííàÿ íà ðàññòîÿíèå −
2a , ïðè òàêîé ôîðìå ìàÿòíèêà íàõîäèòñÿ âíå åãî.

Ðèñ. 1.3.

a O�

1a2a aa
+

2a
+

1

�

l

T
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Ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èçìåðåíèÿ óñêîðåíèÿ ñâî-

áîäíîãî ïàäåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ èçìåðÿþò çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé

ìàÿòíèêà îò ïîëîæåíèÿ îñè âðàùåíèÿ è ïî ýòîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâè-

ñèìîñòè íàõîäÿò â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1.17) ïðèâåäåííóþ äëèíó.

Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ïðèâåäåííàÿ äëèíà â ñî÷åòàíèè ñ èçìåðåí-

íûì ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïåðèîäîì êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé

ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî

ïðè òàêîì ñïîñîáå èçìåðåíèé íå òðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ öåíò-

ðà ìàññ, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîâûøàåò òî÷íîñòü èçìåðåíèé.

Ìåòîä âåêòîðíûõ äèàãðàìì. Ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (1.7) äîïóñêàþò íà-

ãëÿäíóþ ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Åå ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäîìó ãàðìîíè-

÷åñêîìó êîëåáàíèþ ñ ÷àñòîòîé ω0 ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âðàùàþùèéñÿ ñ óãëî-

âîé ñêîðîñòüþ ω0 âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà àìïëèòóäå s0, à åãî íà÷àëüíîå (ñòàðòî-

âîå) ïîëîæåíèå çàäàåòñÿ óãëîì ϕ0, ñîâïàäàþùèì ñ íà÷àëüíîé ôàçîé (ðèñ. 1.5).

Âåðòèêàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà s0 èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì: s(t) = s0 sin ϕ(t).

Ìãíîâåííîå ïîëîæåíèå âåêòîðà s0 îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì ϕ(t), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ

ôàçîé è ðàâåí:

ϕ ω ϕ( )t t= +0 0 . (1.18)

Ïðè óãëîâîé ñêîðîñòè (êðóãîâîé ÷àñòîòå) ω0 âåêòîð ñîâåðøàåò ν0 =
ω

π
0

2
 îáîðîòîâ

(öèêëîâ) â ñåêóíäó, à ïðîäîëæèòåëüíîñòü îäíîãî îáîðîòà (ïåðèîä) ðàâíà îòíîøåíèþ

óãëà 2π ê óãëîâîé ñêîðîñòè ω0: T = 2π/ω0.

Ñ ïîìîùüþ âåêòîðíûõ äèàãðàìì ëåãêî îñóùåñòâèòü ñëîæåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ

êîëåáàíèé. Òàê, åñëè íåîáõîäèìî ñëîæèòü äâà êîëåáàíèÿ ñ îäèíàêîâûìè ÷àñòîòàìè

s(t) = s1(t) + s2(t) = s01 sin (ω0t + ϕ1) + s02 sin (ω0t + ϕ2) = s0 sin (ω0t + ϕ0),

Ðèñ. 1.4.

+

O

�

O

O

a
�

1

a
+

2

Ðèñ. 1.5.

j( )t

s

j

0

0

0
w

s

s
0

�s0

t
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òî àìïëèòóäó s0 è íà÷àëüíóþ ôàçó ϕ0 ñóììàðíîãî êîëåáàíèÿ s(t) ñ òîé æå ÷àñòîòîé ω0

ìîæíî ëåãêî ðàññ÷èòàòü èç ðèñ. 1.6à, íà êîòîðîì ãðàôè÷åñêè èçîáðàæåíà îïåðàöèÿ ñëî-

æåíèÿ âåêòîðîâ s0 = s01 + s02 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0:

s s s s s0 01 1 02 2
2

01 1 02 2
2= + + +( cos cos ) ( sin sin )ϕ ϕ ϕ ϕ ,

ϕ
ϕ ϕ
ϕ ϕ0

01 1 02 2

01 1 02 2

=
+
+

arctg
sin sin

cos cos

s s

s s
.

ßñíî, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà s0 áóäåò òàêæå èçìåíÿòüñÿ ïî ãàðìî-

íè÷åñêîìó çàêîíó ñ ÷àñòîòîé ω0, ïîñêîëüêó âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ s01 è s02 íå

èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Èç ýòîé äèàãðàììû íàãëÿäíî âèäíî, ÷òî ñóììàðíîå êîëåáàíèå s(t) îïåðåæàåò ïî

ôàçå êîëåáàíèå s1(t) è îòñòàåò ïî ôàçå îò êîëåáàíèÿ s2(t). Ïîëíàÿ ôàçà äëÿ êàæäîãî èç

òðåõ êîëåáàíèé â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îòëè÷àåòñÿ îò èõ íà÷àëüíûõ ôàç íà

îäíó è òó æå âåëè÷èíó ω0t, êîòîðóþ ïðè ïîñòðîåíèè âåêòîðíûõ äèàãðàìì íå ó÷èòûâàþò.

Ïðè ýòîì êîëåáàíèå èçîáðàæàåòñÿ íåïîäâèæíûì âåêòîðîì (ðèñ. 1.6á), à ÷àñòîòà êîëåáà-

íèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé.

Ñëîæåíèå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ êîëåáàíèé. Ðàññìîòðèì êîëåáàòåëü-

íóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç òî÷å÷íîãî ãðóçà ìàññû

m è ÷åòûðåõ ñâÿçàííûõ ñ íèì ïðóæèí (ðèñ. 1.7) �

óñëîæíåííûé âàðèàíò ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðóæèí-

íîãî ìàÿòíèêà.

Åñëè ìàññà äâèæåòñÿ ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëü-

íîé ïîâåðõíîñòè (íà ðèñóíêå ïîêàçàí âèä ñâåðõó), òî åå

ìãíîâåííîå ðàñïîëîæåíèå îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ñìåùå-

íèÿìè èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ � òî÷êè Î: s1(t) è s2(t).

Òàêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Áó-

äåì ñ÷èòàòü ñìåùåíèÿ ìàëûìè, ÷òîáû, âî�ïåðâûõ, âû-

ïîëíÿëñÿ çàêîí Ãóêà, è, âî�âòîðûõ, ïðè ñìåùåíèè âäîëü

Ðèñ. 1.6à. Ðèñ. 1.6á.

j
0

s t ( )
2

j
1

j
2

s t  ( )1

s t( )

s

s

s

0

02

01
0
j

s0

Ðèñ. 1.7.

km s1

s
2

k2

1
k1

k2

O
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íàïðàâëåíèÿ s1 äåôîðìàöèè ïðóæèí ñ æåñòêîñòüþ k2 íå ïðèâîäèëè ê ñêîëüêî�íèáóäü çàìåò-

íîìó âêëàäó â âîçâðàùàþùóþ ñèëó F1 = �2k1s1. Àíàëîãè÷íî, ïðè ñìåùåíèè â ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîì íàïðàâëåíèè s2 âîçâðàùàþùàÿ ñèëà F2 = �2k2s2. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ êîëåáàíèÿ â

äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ ïðîèñõîäÿò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà:

s1(t) = s01sin(ω01t + ϕ1), s2(t) = s02sin(ω02t + ϕ2). (1.19)

Çäåñü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ðàâíû

m

k1
01

2=ω ,
m

k2
02

2=ω , (1.20)

à àìïëèòóäû è íà÷àëüíûå ôàçû îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ïðè âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé â òàêîé ñèñòåìå ïðè ïðîèçâîëüíîì ñîîòíîøåíèè

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ω01 è ω02 òðàåêòîðèÿ êîëåáëþùåãîñÿ ãðóçà ìîæåò áûòü ÷ðåçâû÷àéíî

ñëîæíîé. Åå, â ïðèíöèïå, ìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî

ðåçóëüòèðóþùåå äâèæåíèå ãðóçà ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-

íûõ íåçàâèñèìûõ êîëåáàíèé.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå äâèæåíèå ãðóçà, åñëè ω01 = ω02 = ω0 (æåñòêîñòè âñåõ ïðó-

æèí îäèíàêîâû). ×òîáû ïîëó÷èòü òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ, èñêëþ÷èì èç (1.19) òåêóùåå

âðåìÿ. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì (1.19) â âèäå:

s

s
t t

s

s
t t

1

01
0 1 0 1

2

02
0 2 0 2

= +

= +

sin cos cos sin ,

sin cos cos sin .

ω ϕ ω ϕ

ω ϕ ω ϕ
(1.21)

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå (1.21) íà cos ϕ2, à âòîðîå � íà cos ϕ1 è âû÷òåì âòîðîå óðàâ-

íåíèå èç ïåðâîãî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

s

s

s

s
t1

01
2

2

02
1 0 1 2cos cos cos sin( )ϕ ϕ ω ϕ ϕ− = − . (1.22à)

Òåïåðü óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà sin ϕ2, à âòîðîå � íà sin ϕ1, ïîâòîðèì âû÷èòàíèå è

ïîëó÷èì

s

s

s

s
t1

01
2

2

02
1 0 2 1sin sin sin sin( )ϕ ϕ ω ϕ ϕ− = − . (1.22á)

Íàêîíåö, âîçâåäåì â êâàäðàò êàæäîå èç ðàâåíñòâ (1.22) è ñëîæèì èõ. Â ðåçóëüòàòå âðåìÿ

áóäåò èñêëþ÷åíî, à óðàâíåíèå òðàåêòîðèè äâèæóùåãîñÿ ãðóçà áóäåò óðàâíåíèåì ýëëèïñà:

s

s

s

s

s

s

s

s
1

01

2
2

02

2
1

01

2

02
2 1

2
2 12







 +







 − − = −cos( ) sin ( )ϕ ϕ ϕ ϕ . (1.23)

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ãðóç áóäåò ñîâåðøàòü ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ

ïî ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè è îðèåíòàöèÿ

ýëëèïñà îòíîñèòåëüíî îñåé Os1 è Os2 çàâèñÿò îò íà÷àëüíîé ðàçíîñòè ôàç ∆ϕ = ϕ2 � ϕ1.
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Íà ðèñ. 1.8 èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ãðóçà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ∆ϕ.

Âñå òðàåêòîðèè çàêëþ÷åíû â ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 2s01 è 2s02. Ïðè ∆ϕ = 0

è ∆ϕ = π ãðóç äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé ëèíèè. Ïðè ∆ϕ = π/2 è ∆ϕ = 3π/2 ïîëóîñè ýëëèïñà ñî-

âïàäàþò ñ Os1 è Os2 (ïðè s01 = s02 ýëëèïñ âûðîæäàåòñÿ â îêðóæíîñòü). Ïðè ðàçíîñòè ôàç

0 < ∆ϕ < π ãðóç äâèæåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à ïðè π < ∆ϕ < 2π � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

s2

02

s1

s01

Dj = 0

s

02�s

01�s

p/2 <  < 0Dj

s2

02

s1

s01

s

02�s

01�s

p p <  < 3/2 Dj

s2

02

s1

s01

s

02�s

01�s

3/2 p <  < 2Dj p

s2

02

s1

s
01

s

02�s

01�s

Dj p = 3/2 

s2

02

s1

s01

s

02�s

01�s

Dj p = 

s2

02

s1

s01

s

02�s

01�s

Dj p = /2

s2

02

s1

s01

s

02�s

01�s

0 <  < /2Dj p

s2

02

s1

s01

s

02�s

�s

Ðèñ. 1.8.
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Òèïè÷íûì ïðèìåðîì äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà (ìàÿòíèêà) ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîí â

àòîìå, êîòîðûé äâèæåòñÿ âîêðóã ÿäðà ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ

T ∼ 10�15 ñ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîé ýëåêòðîí îäíîâðåìåííî ñîâåðøàåò äâà âçàèìíî

ïåðïåíäèêóëÿðíûõ êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω0 = 2π/T ∼ 1016 ñ�1.

Åñëè ÷àñòîòû äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ êîëåáàíèé íå ñîâïàäàþò, íî ÿâ-

ëÿþòñÿ êðàòíûìè: mω02 = nω01, ãäå m è n � öåëûå ÷èñëà, òî òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòûå êðèâûå, íàçûâàåìûå ôèãóðàìè Ëèññàæó (ðèñ. 1.9). Îòìåòèì,

÷òî îòíîøåíèå ÷àñòîò êîëåáàíèé ðàâíî îòíîøåíèþ ÷èñåë òî÷åê êàñàíèÿ ôèãóðû Ëèññà-

æó ê ñòîðîíàì ïðÿìîóãîëüíèêà, â êîòîðûé îíà âïèñàíà.

Åñëè êðàòíîñòü ìåæäó ÷àñòîòàìè îòñóòñòâóåò, òî òðàåêòîðèè íå ÿâëÿþòñÿ çàìê-

íóòûìè è ïîñòåïåííî çàïîëíÿþò âåñü ïðÿìîóãîëüíèê, íàïîìèíàÿ íèòü â êëóáêå.

Ôàçîâûé ïîðòðåò êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Â ëþáîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå ñ îä-

íîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñìåùåíèå s(t) è ñêîðîñòü

v (t) = ds/dt ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Ñîñòîÿíèå ñèñ-

òåìû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî õàðàêòåðè-

çîâàòü äâóìÿ çíà÷åíèÿìè s è v, è íà ïëîñêîñòè ýòèõ

ïåðåìåííûõ ýòî ñîñòîÿíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò-

ñÿ ïîëîæåíèåì èçîáðàæàþùåé òî÷êè P ñ êîîðäèíà-

òàìè s è v. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè èçîáðàæàþùàÿ òî÷-

êà P áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ ïî êðèâîé, êîòîðóþ íàçû-

âàþò ôàçîâîé òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ (ðèñ. 1.10).

Ðèñ. 1.9.

m n = 1,  = 1 

m n = 19,  = 20 

m = 1, n = 2 m = 1, n = 3 

m = 3, n = 4 

m = 2, n = 3 

Ðèñ. 1.10.

s

v

P
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Ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ s è v íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé ïëîñêîñòüþ. Ñåìåéñòâî ôàçîâûõ

òðàåêòîðèé îáðàçóåò ôàçîâûé ïîðòðåò êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Àíàëèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà

äàåò õîòÿ è íå ïîëíóþ, íî îáøèðíóþ èíôîðìàöèþ î êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå. Ê ïîñòðîåíèþ

òàêîãî ïîðòðåòà ïðèáåãàþò òîãäà, êîãäà íå óäàåòñÿ ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè óðàâíåíèå, îïèñû-

âàþùåå ñëîæíûå êîëåáàíèÿ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îòíîñèòñÿ ê íåëèíåéíûì êîëåáàíèÿì,

àíàëèç êîòîðûõ çàòðóäíåí èç�çà îòñóòñòâèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Âíà÷àëå ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà

ïðèìåðå ïðîñòåéøèõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

âèäà s(t) = s0 sin(ω0t + ϕ0). Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü

v(t) =
d

d

s

t
= s0ω0sin(ω0t + ϕ0 +

π
2

) îïåðåæàåò ñìåùåíèå

ïî ôàçå íà π/2, òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ áóäåò

ýëëèïñîì. Òî÷êà P áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé

òðàåêòîðèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ïðè v > 0 ñìåùåíèå s

óâåëè÷èâàåòñÿ, à ïðè v < 0 � óìåíüøàåòñÿ (ðèñ. 1.11)).

Ïàðàìåòðû ýëëèïñà îïðåäåëÿþòñÿ ýíåðãèåé, çàïàñåííîé ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿ-

òîðîì. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñìåùåíèÿ:

Eïîò =
1

2
ks2 =

1

2
ks0

2 sin2(ω0t + ϕ0). (1.24)

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè:

Eêèí =
1

2
mv2 =

1

2
mω0

2s0
2 cos2(ω0t + ϕ0). (1.25)

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî 2
0ω= mk , òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî âçàèìîïðåâðàùåíèÿ

îäíîãî âèäà ýíåðãèè â äðóãîé çà ïåðèîä ïðîèñõîäÿò äâàæäû. Ïðè ýòîì ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

ñèñòåìû îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé:

E0 = Eïîò + Eêèí =
1

2
m(ω0

2s2 + v 2). (1.26)

Ðàâåíñòâî (1.26) êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ýëëèïñà, êîòîðîå ìîæíî

ïåðåïèñàòü â áîëåå óäîáíîì âèäå:

s
E

m
2

2

0
2

0

0
2

2
+ =

v

ω ω
. (1.27)

Ôàçîâûé ïîðòðåò ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî

ýëëèïñîâ, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ E0, çàïàñåííàÿ îñöèëëÿòîðîì.

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ â òî÷êå 0 íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé è íàçû-

âàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé òèïà «öåíòð».

Ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè E0 âîçðàñòàþò àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñìåùåíèÿ s0 è ñêî-

ðîñòè s0ω0. Êîëåáàíèÿ, êàê ïðàâèëî, ïåðåñòàþò áûòü ãàðìîíè÷åñêèìè, à ôàçîâûå òðàåê-

òîðèè � ýëëèïñàìè.

Ðèñ. 1.11.

s

v

P
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Ïðîàíàëèçèðóåì íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

ïðè ïðîèçâîëüíûõ óãëàõ α îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî òî÷å÷íàÿ ìàññà m ïðèêðåïëåíà íå ê íèòè, à ê æåñòêîìó íåâåñîìîìó ñòåðæíþ

äëèíû l. Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (1.2) çàïèøåì â âèäå

αω−=α
sin

dt

d 2
02

2

. (1.28)

Ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå íå èìååò ïðîñòîãî àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ïîçäíåå ìû ïðèâåäåì åãî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Îä-

íàêî ìíîãèå çàêîíîìåðíîñòè òàêèõ êîëåáàíèé ìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü

ñ èñïîëüçîâàíèåì ôàçîâîãî ïîðòðåòà íà ïëîñêîñòè (α; &α α= d

dt
).

Ñ ýòîé öåëüþ óðàâíåíèå (1.28) íàäî ïðåîáðàçîâàòü ê òàêîìó âèäó, ÷òî-

áû â íåì îñòàëèñü òîëüêî ýòè ïåðåìåííûå, à âðåìÿ áûëî áû èñêëþ÷å-

íî. Äëÿ ýòîãî óãëîâîå óñêîðåíèå â ëåâîé ÷àñòè (1.28) ïðåîáðàçóåì ê

âèäó:

d

d

d

d

d

d

d

d

d

d

d

d2

2 21

2

α α α
α

α α
α

α
α
αt t t

= = ⋅ = ⋅ =
& & &

&
( & )

. (1.29)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.29) â (1.28), ïîëó÷èì

1

2
2

0
2d  d( & ) sinα ω α α= − . (1.30)

Óðàâíåíèå (1.30) îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà

ðàâíî óáûëè åãî ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Èíòåãðèðóÿ (1.30), ïîëó÷èì

&
cos

α ω α
2

0
2

2
− = const . (1.31)

Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ

ðàâíà íóëþ, òî êîíñòàíòà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çàïàñåííóþ ìàÿòíèêîì ýíåðãèþ E0 =
1

2
ml2 &α 0

2

( 0α& � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìàÿòíèêà â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ):

2
02

0 ω−=
lm

E
const . (1.32)

Óðàâíåíèå ôàçîâîé òðàåêòîðèè (1.31) îêîí÷àòåëüíî çàïèøåòñÿ â âèäå:

1

2
1

2

0
2

0
2

0
2

&
( cos )

α
ω

α
ω

+ − =
E

ml
. (1.33)

Ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

Eêèí =
1

2
ml2 &α2; Eêèí = ml2 ω0

2(1 � cos α). (1.34)

Ðèñ. 1.12.

a

s

0

l

m
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Èñïîëüçóÿ (1.33), ïîñòðîèì ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (ðèñ. 1.13).

Îò÷åòëèâî âèäíû äâà òèïà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì òèïàì

äâèæåíèÿ. Çàìêíóòûå òðàåêòîðèè, îêðóæàþùèå îñîáûå òî÷êè òèïà «öåíòð» ñ êîîðäèíà-

òàìè &α = 0, α = 2πn (n � öåëîå ÷èñëî), ñîîòâåòñòâóþò êîëåáàíèÿì ìàÿòíèêà îòíîñè-

òåëüíî óñòîé÷èâîãî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òàêèå êîëåáàíèÿ èìåþò ìåñòî, åñëè

ýíåðãèÿ ñèñòåìû E0 < ml2 ω0
2 = 2mgl (ñì. ðèñ. 1.13). Ïðè ýòîì, åñëè E0 << 2mgl, òî êîëå-

áàíèÿ áóäóò ãàðìîíè÷åñêèìè, à ôàçîâûå òðàåêòîðèè � ýëëèïñàìè. Åñëè E0 ∼ 2mgl, òî

êîëåáàíèÿ áóäóò íåãàðìîíè÷åñêèìè. Ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèè, à, çíà÷èò, è àìïëèòóäû

êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà, èõ ïåðèîä áóäåò âîçðàñòàòü, ïîñêîëüêó âîçâðàùàþùàÿ ñèëà â

óðàâíåíèè (1.28) ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

Âåðõíåìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ñ êîîðäèíàòàìè &α = 0, α = (2n � 1)π ñîîòâåò-

ñòâóþò îñîáûå òî÷êè òèïà «ñåäëî». Ôàçîâûå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç «ñåäëà», ñîîò-

âåòñòâóþò ýíåðãèè E0 = 2mgl è íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè.

Åñëè, íàêîíåö, E0 > 2mgl, òî ïîëó÷àþòñÿ íåçàìêíóòûå (óáåãàþùèå) òðàåêòîðèè,

ñîîòâåòñòâóþùèå âðàùàòåëüíîìó äâèæåíèþ ìàÿòíèêà.

Òàêèì îáðàçîì, ñåïàðàòðèñû ðàçäåëÿþò ôàçîâóþ ïëîñêîñòü íà äâå îáëàñòè:

îáëàñòü çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé è îáëàñòü òðàåêòîðèé, ïðèõîäÿùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè è

óõîäÿùèõ â áåñêîíå÷íîñòü.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íåëüçÿ óïîòðåáëÿòü òåðìèí «êðó-

ãîâàÿ ÷àñòîòà», ïîñêîëüêó, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, òàêèå êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ, êàê ïðà-

âèëî, ñóïåðïîçèöèåé ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè. Ïåðèîä æå

ÿâëÿåòñÿ ïî�ïðåæíåìó îäíîé èç ãëàâíûõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáàíèé. Ôàçîâûé ïîðòðåò íå

Ðèñ. 1.13.

Eïîò

a

a

p 2p 3p- p 0

a

2  ml w
2 2

0

E mg  >2 l
0

E mg = 2  l
0

E mg < 2  l
0
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ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, êàê áûñòðî äâèæåòñÿ òî÷êà Ð ïî òðàåêòîðèè. Îäíàêî ïåðèîä íåëè-

íåéíûõ êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå ïðèáëèæåííî-

ãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.28).

Íåãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Êîëåáàíèÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ, êàê óæå îòìå÷àëîñü, íå áóäóò ãàðìîíè-

÷åñêèìè. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî âîçâðàùàþùàÿ ñèëà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

(1.28) ïðîïîðöèîíàëüíà sin α è ïðè áîëüøèõ α ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå òîé «ëèíåéíîé» ñèëû

(ïðîïîðöèîíàëüíîé α), êîòîðàÿ âîçâðàùàåò êîëåáëþùóþñÿ ìàññó â ïîëîæåíèå ðàâíîâå-

ñèÿ çà íåèçìåííîå âðåìÿ, ðàâíîå ÷åòâåðòè ïåðèîäà êîëåáàíèé. Òàêàÿ «ëèíåéíàÿ» ñèëà

îáåñïå÷èâàåò íåçàâèñèìîñòü ýòîãî âðåìåíè îò àìïëèòóäû α0, ò.å. èçîõðîííîñòü êîëåáàíèé.

Äëÿ àíàëèçà êîëåáàíèé ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ α0 çàïèøåì ðàçëîæåíèå sin α â ðÿä:

sin α = α �
1

6
α3 + ... , (1.35)

â êîòîðîì îòáðîøåíû ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà: α5, α7 è ò.ä. Ïîäñòàíîâêà (1.35) â

(1.28) ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ êîëåáàíèé:

d

d 2

2

0
2 0

2
3

6

α ω α
ω

α
t

+ = . (1.36)

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ óæå íå áóäåò ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Äåéñòâèòåëü-

íî, äîïóñòèì, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.36) áóäåò ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå âèäà

α(t) = α0 sin(ωt + ϕ0). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü (1.36) è ó÷èòûâàÿ òðèãî-

íîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî

sin sin sin3 3

4

1

4
3ω ω ωt t t≡ − , (1.37)

ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîëó÷àåòñÿ òàê, ÷òî íåëèíåéíûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-

íåíèÿ èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè íå òîëüêî ñ îñíîâíîé ÷àñòîòîé ω, íî òàêæå è ñ óòðîåííîé

÷àñòîòîé 3ω (÷àñòîòîé òðåòüåé ãàðìîíèêè). ×òîáû óñòðàíèòü ýòî ïðîòèâîðå÷èå, áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåííî íà ÷àñòîòàõ ω è 3ω òàê, ÷òî

α(t) = α0 sin(ωt + ϕ0) + εα0 sin3(ωt + ϕ0), (1.38)

ãäå ε � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð.

Ïîäñòàâëÿÿ (1.38) â (1.36), ñíîâà îáíàðóæèâàåì, ÷òî íåëèíåéíûé ÷ëåí, ïîìèìî

äâóõ ÷àñòîò ω è 3ω, ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè è íà ÷àñòîòå 9ω. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðåøåíèå

(1.38) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì (â íåì îòñóòñòâóþò âûñøèå ãàðìîíèêè 9ω, 27ω è ò.ä.). Ìåæäó

òåì, åñëè àìïëèòóäà êîëåáàíèé α0 íå î÷åíü âåëèêà, òî ïàðàìåòð ε << 1, è îòñóòñòâóþùèå

÷ëåíû ñ âûñøèìè ãàðìîíèêàìè èìåþò àìïëèòóäû ε2α0, ε
3α0 è ò. ä., êîòîðûå ìíîãî ìåíü-

øå àìïëèòóäû òðåòüåé ãàðìîíèêè εα0.

Òåïåðü ðàññ÷èòàåì ÷àñòîòó ω. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì ϕ0 = 0 (ìàÿòíèê ïîëó÷àåò

íà÷àëüíûé òîë÷îê â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ). Èñïîëüçóÿ (1.38), çàïèøåì êàæäûé èç òðåõ

÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (1.36), îïóñêàÿ ñëàãàåìûå, èìåþùèå ïîðÿäîê ìàëîñòè ε2 è âûøå:
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d

d 2

2
2

0
2

0

2 2
0 0

2
0

0
2 3 0

2

0
3 0

2

0
3 0

2

0
3 2

9 3

3

1

6

3

24 24
3

2
3

α ω α ω ω εα ω

ω α ω α ω ω εα ω

ω α ω α ω ω α ω ω α ε ω ω

t
t t

t t

t t t t

= − −

= +

− = − + −

sin sin ;

sin sin ;

sin sin sin sin .

(1.39)

Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, ñîäåðæàùåå

ìíîæèòåëü εα3
0 , ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóìÿ ïðåäûäóùèìè, è åãî òàêæå ìîæíî îòáðîñèòü.

Ñëîæèì ïîëó÷åííûå òðè ðàâåíñòâà. Â ñèëó (1.36), ñóììà ëåâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ

(1.39) ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó

0
3

24
9

1

24
30

2
0
2

0
2

0
2

0
2

0
2

0
2

0
2= − + − + − + +α ω ω ω α ω α ω ε ω ε ω α ω( ) sin ( ) sint t. (1.40)

Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî (1.40) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè,

òî êàæäîå èç âûðàæåíèé, ñòîÿùèõ â êðóãëûõ ñêîáêàõ, äîëæíî ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Èç ðàâåí-

ñòâà íóëþ ïåðâîãî âûðàæåíèÿ ëåãêî îïðåäåëèòü êâàäðàò ÷àñòîòû îñíîâíîé ãàðìîíèêè

ω ω α2
0
2

0
21

1

8
= −





. (1.41)

Åñëè 
α0

2

8
<< 1, òî äëÿ ÷àñòîòû ïîëó÷èì










 α
−ω≈









 α
−ω=ω

16
1

8
1

2
0

0

212
0

0

/

. (1.42)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì àìïëèòóäû êîëåáàíèé èõ ÷àñòîòà

óìåíüøàåòñÿ (ïåðèîä óâåëè÷èâàåòñÿ), ò.å. íàðóøàåòñÿ èçîõðîííîñòü êîëåáàíèé.

Ïðèðàâíÿåì äàëåå íóëþ âòîðîå âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ â ôîðìóëå (1.40):

0
24

9 2
0

2
02

0
2 =α

ω
+εω+εω− . (1.43)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ω ≈ ω0, íàõîäèì âåëè÷èíó ìàëîãî êîýôôèöèåíòà ε :

192

2
0α=ε . (1.44)

Åñëè ïîëîæèòü α0 = 15° = 0,26 ðàä, òî ε = 3,5⋅10�4, è âêëàä òðåòüåé ãàðìîíèêè â êîëåáàíèÿ

íè÷òîæíî ìàë. Îòëè÷èå ÷àñòîòû ω îò ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ω0 ñîñòàâèò âåëè÷èíó

ω ω
ω

α0

0

0
2

3

16
4 2 10

−
= = ⋅ −

  
, . (1.45)

Äàæå ïðè α0 ∼ 1 ðàä ε ≈ 5⋅10�3, à 
ω ω

ω
0

0

−
  

∼ 6%. Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííûì

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.36) áóäåò (1.38), ãäå ÷àñòîòà ω îïðåäåëÿåòñÿ (1.41), à ïàðàìåòð ε
íàõîäèòñÿ èç (1.44).
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Çàìåòèì, ÷òî íåãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìîãóò âîçíèêàòü íå òîëüêî ïðè áîëü-

øèõ îòêëîíåíèÿõ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Íàïðèìåð, åñëè â ðàçëîæåíèè âîç-

âðàùàþùåé ñèëû Fτ(s) ïî ñòåïåíÿì s îòñóòñòâóåò ëèíåéíûé ÷ëåí, è îíî íà÷èíàåòñÿ ñ

÷ëåíà, ïðîïîðöèîíàëüíîãî s3, òî êîëåáàíèÿ áóäóò àíãàðìîíè÷åñêèìè ïðè ëþáûõ, äàæå

ñêîëü óãîäíî ìàëûõ, îòêëîíåíèÿõ.

Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ ñ âÿçêèì òðåíèåì. Â ðå-

àëüíûõ ñèñòåìàõ âñåãäà ïðîèñõîäèò äèññèïàöèÿ ýíåðãèè. Åñëè ïîòåðè ýíåðãèè íå áóäóò

êîìïåíñèðîâàòüñÿ çà ñ÷åò âíåøíèõ óñòðîéñòâ, òî êîëåáàíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè áóäóò

çàòóõàòü è ÷åðåç êàêîå�òî âðåìÿ ïðåêðàòÿòñÿ âîîáùå.

Ôîðìàëüíî çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

ms&& = Fτ(s) + Fòð(&)s , (1.46)

êîòîðîå, â îòëè÷èå îò (1.2), ïîìèìî âîçâðàùàþùåé ñèëû Fτ, ñîäåðæèò è ñèëó òðåíèÿ Fòð.

Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò êàê îò íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè

(íàïðèìåð, ïðè ñóõîì òðåíèè), òàê è îò âåëè÷èíû ñêîðîñòè (ïðè äâèæåíèè â âÿçêîé

ñðåäå). Åñëè âîçâðàùàþùàÿ ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ñìåùåíèþ: Fτ(s) = �ks, ãäå k � êîýô-

ôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (äëÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà � æåñòêîñòü ïðóæèíû), òî óðàâ-

íåíèå (1.46) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

&&s
F

m
s− + =òð ω0

2 0, (1.47)

ãäå 
m

k=ω0  � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà íåçàòóõàþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Âíà÷àëå ìû ðàññìîòðèì çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà íà êîëåáëþùåå-

ñÿ òåëî äåéñòâóåò ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñêîðîñòè: Fòð = �Γ &s . Òàêàÿ

ñèòóàöèÿ ìîæåò èìåòü ìåñòî, íàïðèìåð, ïðè êîëåáàòåëüíîì äâèæåíèè òåëà â âîçäóõå

èëè æèäêîñòè, êîãäà ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re ∼ 1 èëè Re < 1. Òîãäà óðàâíåíèå (1.47) ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå:

02 2
0 =ω+δ+ sss &&& , (1.48)

ãäå δ =
Γ

2m
 � êîýôôèöèåíò, èëè ïîêàçàòåëü çàòóõàíèÿ.

Îáùàÿ èäåÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà (1.48) çàêëþ÷àåòñÿ

â ñëåäóþùåì: â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè s(t) íàäî âûáðàòü òàêóþ, êîòîðàÿ

ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî âðåìåíè ïåðåõîäèò â ñàìó ñåáÿ, òî åñòü ýêñïîíåíòó: s(t) = s0e
λt.

Ïîäñòàâèì åå â óðàâíåíèå (1.48):

s0e
λt(λ2 + 2δλ + ω0

2) = 0. (1.49)

Ïîñêîëüêó eλt ≠ 0, ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìîå «õàðàêòåðèñòè÷åñêîå» óðàâíåíèå:

02 2
0

2 =ω+δλ+λ , (1.50)

êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå (äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà) èìååò äâà êîðíÿ
2
0

2
21 ω−δ±δ−=λ , , (1.51)
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à ñàìî óðàâíåíèå (1.48) � äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ: s1(t) = s01 e tλ1  è s2(t) = s02 e tλ2 . Â

ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (1.48) ñóììà ëþáûõ åãî ðåøåíèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì,

òî åñòü ñïðàâåäëèâ òàê íàçûâàåìûé «ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè» ðåøåíèé, è îáùèì ðåøå-

íèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

( ) ( )
s t s e s e

t t
( ) = +

− + − − − −
01 02

2
0
2 2

0
2δ δ ω δ δ ω

. (1.52)

Ðåøåíèå ñîäåðæèò äâå íåçàâèñèìûå êîíñòàíòû s01 è s02, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé s(0), v (0).

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ δ è ω0 âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

Åñëè δ < ω0, òî 22
0

2
0

2 δ−ω=ω−δ i , ãäå 1−≡i  � «ìíèìàÿ» åäèíèöà. Ðåøå-

íèå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì1), íî, ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äåéñòâèòåëüíûå, òî ñ

ïîìîùüþ ôîðìóëû Ýéëåðà:

e iiϕ ϕ ϕ= +cos sin (1.53)

íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå áóäåò äåéñòâèòåëüíî è ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

s t s e tt( ) sin( )= +−
0 0

δ ω ϕ , (1.54)

òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ, ÷àñòîòà êîòîðûõ ω  ìåíüøå, ÷åì ó

ñîáñòâåííûõ íåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé:
22

0 δ−ω=ω . (1.55)

Êîëåáàíèÿ, îïèñûâàåìûå (1.54), íå ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè (ðèñ. 1.14). Ïîä

èõ àìïëèòóäîé áóäåì ïîíèìàòü âåëè÷èíó
tes)t(A δ−= 0 , (1.56)

êîòîðàÿ ìîíîòîííî óáûâàåò ñî âðåìåíåì. «Äëèòåëüíîñòü» êîëåáàíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ

âðåìåíåì çàòóõàíèÿ

δ
=τ 1

. (1.57)

Åñëè ïîäñòàâèòü τ â (1.56), òî ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè çàòóõà-

íèÿ τ àìïëèòóäà óáûâàåò â å ðàç. Êîëè÷å-

ñòâî ñîâåðøåííûõ ñèñòåìîé êîëåáàíèé çà

âðåìÿ τ ðàâíî îòíîøåíèþ ýòîãî âðåìåíè ê

ïåðèîäó çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé T = 2π / ω.

Åñëè çàòóõàíèå â ñèñòåìå ìàëî (δ << ω0), òî

ïåðèîä êîëåáàíèé T ≈ 2π / ω0, è ÷èñëî ýòèõ

êîëåáàíèé âåëèêî:

1
2

0 >>
πδ

ω
≈τ=

T
N . (1.58)

1) Áîëåå ïîäðîáíî ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä áóäåò îáñóæäàòüñÿ íèæå, ïðè ðàññìîòðåíèè âû-

íóæäåííûõ êîëåáàíèé.

Ðèñ. 1.14.

s

t
0

A t( )
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Ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí óáûâàíèÿ àìïëèòóäû ñî âðåìåíåì ïîçâîëÿåò ââåñòè

áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð � ëîãàðèôìè÷åñêèé äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ θ, êîòîðûé ðàâåí ëî-

ãàðèôìó îòíîøåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòêëîíåíèé â îäíó è òó æå ñòîðîíó:

θ δ=
+

=ln
( )

( )

A t

A t T
T . (1.59)

Èç (1.57), (1.58) è (1.59) íàõîäèì:

N

1=θ . (1.60)

Ëîãàðèôìè÷åñêèé äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ ìîæíî îöåíèòü, åñëè ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî

êîëåáàíèé, ñîâåðøåííûõ ñèñòåìîé çà âðåìÿ çàòóõàíèÿ τ, òî åñòü äî óìåíüøåíèÿ àìïëè-

òóäû êîëåáàíèé ïðèìåðíî â 3 ðàçà. ×åì áîëüøå ÷èñëî ýòèõ êîëåáàíèé, òåì ìåíüøå ïîòå-

ðè ýíåðãèè â ñèñòåìå.

Ïðîñëåäèì çà óáûâàíèåì ýíåðãèè, çàïàñåííîé îñöèëëÿòîðîì, ñ òå÷åíèåì âðå-

ìåíè. Èñïîëüçóÿ (1.54), çàïèøåì ïî àíàëîãèè ñ (1.24) è (1.25) âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöè-

àëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé îñöèëëÿòîðà:

E ks e tt
ïîò = +−1

2 0
2 2 2

0
δ ω ϕsin ( ) , (1.61)

E m s e tt
êèí = +−1

2
2

0
2 2 2

0ω ω ϕδ cos ( ) . (1.62)

Çàìåòèì, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñêîðîñòü ðàâíà

v = = − + + +− −
& sin( ) cos( )s s e t s e tt t

0 0 0 0δ ω ϕ ω ω ϕδ δ . (1.63)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè δ << ω, òî ïåðâûì ñëàãàåìûì â (1.63) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è

çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â âèäå (1.62). Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ îñöèë-

ëÿòîðà óáûâàåò ñî âðåìåíåì:

E(t) = Eïîò + Eêèí = 
1

2 0
2s e�2δt[k sin2(ωt + ϕ0) + mω2 cos2(ωt + ϕ0)]. (1.64)

Ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ïðè δ << ω0 ÷àñòîòà ω ≈ ω0. Òàê êàê 2
0ω= mk , òî (1.64) îêîí÷à-

òåëüíî çàïèøåòñÿ â âèäå

tt eEems)t(E δ−δ− =ω= 2
0

22
0

2
02

1
. (1.65)

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà, ðàâíàÿ âíà÷àëå 2
000 2

1 ω= msE , ìîíîòîííî óáûâàåò ñî âðå-

ìåíåì ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó è óìåíüøàåòñÿ â å ðàç çà âðåìÿ

22

1 τ=
δ

=τE . (1.66)

«Êà÷åñòâî» êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû õàðàêòåðèçóþò áåçðàçìåðíûì ïàðà-

ìåòðîì Q, íàçûâàåìûì äîáðîòíîñòüþ. Äîáðîòíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà îòíîøå-

íèþ çàïàñåííîé ýíåðãèè E(t) ê ýíåðãèè ∆ET, òåðÿåìîé çà ïåðèîä (ðèñ. 1.15):

Q
E t

E

E e

E e E e eT

t

t t T T
= =

−
=

−

−

− − + −2 2
2

1
0

2

0
2

0
2 2

π π πδ

δ δ δ
( )

( )∆
. (1.67)

Åñëè ÷èñëî êîëåáàíèé âåëèêî, òî δT = 1/N << 1. Òîãäà

Q
e T

N
T

=
−

=
− − +

≈ =−
2

1

2

1 1 22

π π
δ

π
θ

πδ ( ...)
. (1.68)
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Ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì çàêîíå óáûâàíèÿ ýíåðãèè ñî âðåìåíåì äîáðîòíîñòü Q îêàçûâà-

åòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, êîòîðóþ, êàê è ëîãàðèôìè÷åñêèé äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ θ ,

ìîæíî ëåãêî îöåíèòü ïî ÷èñëó êîëåáàíèé NQ = πN ≈ 3N, ñîâåðøåííûõ ñèñòåìîé äî èõ

ïîëíîãî ïðåêðàùåíèÿ (çà âðåìÿ 3τ àìïëèòóäà êîëåáàíèé óìåíüøàåòñÿ â e3 ≈ 20 ðàç, òî

åñòü êîëåáàíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ çàòóõàþò).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîáðîòíîñòü íå òîëüêî õàðàêòåðèçóåò çàòóõàíèå êîëåáà-

íèé, íî è ÿâëÿåòñÿ âàæíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëÿþùåé ïàðàìåòðû âûíóæäåííûõ êîëåáà-

íèé, îñóùåñòâëÿåìûõ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû (ñì. äàëåå).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé δ = ω0, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

êðàòíûå: λ1 = λ2 = �δ. Ïðè ýòîì ÷àñòîòà 022
0 =δ−ω=ω , òî åñòü êîëåáàíèÿ îòñóòñòâó-

þò. Îáùåå ðåøåíèå, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü ïîäñòàíîâêîé, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

s t s Ct e t( ) ( )= + −
0

δ , (1.69)

ãäå íåçàâèñèìûå ïîñòîÿííûå s0 è C îïðåäåëÿþòñÿ, êàê è ðàíüøå, íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè. Âîçìîæíûé âèä çàâèñèìîñòè s(t) ïðè ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èçîáðà-

æåí íà ðèñóíêå 1.16.

Èõ õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî îíè ïåðåñåêàþò îñü Ot íå áîëåå îäíîãî

ðàçà, è âîçâðàò ê ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ ó ñèñ-

òåìû, âûâåäåííîé èç íåãî, ïðîèñõîäèò çà âðåìÿ

ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ τ. Òàêîé ðåæèì äâèæåíèÿ íà-

çûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì.

Íàêîíåö, åñëè δ > ω0, òî îáùåå ðåøåíèå

(1.52) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ óáûâàþùèõ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýêñïîíåíò, ïîñêîëüêó

02
0

2 <ω−δ±δ− . Âîçìîæíûé âèä çàâèñèìîñòåé s(t) ïîõîæ íà òî, ÷òî èçîáðàæåíî íà

ðèñ. 1.16, íî âîçâðàò ê ðàâíîâåñèþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåäëåííåå, ÷åì â êðèòè÷åñêîì ðåæè-

ìå, ïîñêîëüêó âÿçêîå òðåíèå áîëüøå. Äàííûé ðåæèì äâèæåíèÿ íàçûâàåòñÿ àïåðèîäè÷åñ-

êèì, èëè çàêðèòè÷åñêèì.

Ðèñ. 1.15.

t

E0

E

E t( )

DET

t t T + 0

Ðèñ. 1.16.

s

t
0
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Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëåå áûñòðîå

âîçâðàùåíèå ñèñòåìû ê ïîëîæåíèþ ðàâíî-

âåñèÿ ïðîèñõîäèò â êðèòè÷åñêîì ðåæèìå, à

â êîëåáàòåëüíîì è àïåðèîäè÷åñêîì ðåæèìàõ

ýòîò ïðîöåññ äëèòñÿ äîëüøå. Ïîýòîìó, íà-

ïðèìåð, ãàëüâàíîìåòðû � ïðèáîðû äëÿ

ýëåêòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé � ðàáîòàþò

îáû÷íî â ðåæèìå, áëèçêîì ê êðèòè÷åñêîìó,

êîãäà ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ èõ ïîêàçàíèé,

òî åñòü ñìåùåíèÿ s ðàìêè ê óñòîé÷èâîìó îò-

êëîíåíèþ sóñò, èìååò íàèìåíüøóþ äëèòåëü-

íîñòü (ñì. ðèñ. 1.17).

Èëëþñòðàöèåé ê ðàññìîòðåííûì çàêîíîìåðíîñòÿì çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé ÿâ-

ëÿþòñÿ ôàçîâûå ïîðòðåòû, ïîñòðîåííûå äëÿ êîëåáàòåëüíîãî (δ < ω0), à òàêæå êðèòè÷åñ-

êîãî è àïåðèîäè÷åñêîãî (δ ≥ ω0) ðåæèìîâ (ðèñ. 1.18).

Ïðè δ < ω0 ôàçîâûé ïîðòðåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ñïèðàëåé, ñòÿãè-

âàþùèõñÿ â îñîáóþ òî÷êó òèïà «ôîêóñ». Íà ðèñ. 1.18 èçîáðàæåíà îäíà èç òàêèõ ñïèðà-

ëåé. Çà êàæäûé îáîðîò ðàäèóñ ñïèðàëè óìåíüøàåòñÿ â eθ ðàç. Äëÿ êðèòè÷åñêîãî è àïåðè-

îäè÷åñêîãî ðåæèìîâ δ ≥ ω0 ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñõîäÿòñÿ â îñîáóþ òî÷êó òèïà «óçåë».

Çàòóõàíèå êîëåáàíèé â ñèñòåìàõ ñ ñóõèì òðåíèåì. Íà ïðàêòèêå ìû ÷àñòî

èìååì äåëî ñ ñèñòåìàìè, â êîòîðûõ ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ, íå çàâèñÿ-

ùàÿ îò ñêîðîñòè. Òèïè÷íûé ïðèìåð � ïðóæèííûé ìàÿòíèê, ãðóç êîòîðîãî ñêîëüçèò ïî

øåðîõîâàòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè, èëè êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ó ñòðåëî÷íûõ èç-

ìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ, îñíîâó êîòîðîé ñîñòàâëÿåò âðàùàþùàÿñÿ ðàìêà, èñïûòûâàþ-

Ðèñ. 1.18.

Ðèñ. 1.17.

s

t0

s

óñò

d w = 
0

d w < 
0

d w > 
0

s

s

d w < 
0

d w > 
0

s

s
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ùàÿ äåéñòâèå ñèë ñóõîãî òðåíèÿ â îñè âðàùåíèÿ. Õîòÿ ñèëà Fòð ñóõîãî òðåíèÿ è íå ìåíÿ-

åòñÿ ïî âåëè÷èíå, òåì íå ìåíåå îíà ìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëå-

íèÿ ñêîðîñòè. Â ñèëó ýòîãî íåîáõîäèìî çàïèñàòü äâà óðàâíåíèÿ

&&s s
F

m
+ = −ω0

2 òð
 äëÿ 0>s& ; (1.70)

&&s s
F

m
+ = +ω0

2 òð
 äëÿ &s < 0. (1.71)

Åñëè â (1.70) èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííóþ s s
F

m
1 = + òð

0
2ω

, à â (1.71) � s s
F

m
2 = − òð

0
2ω

, òî îáà

óðàâíåíèÿ ïðèìóò îäèíàêîâûé âèä:

021
2
021 =ω+ ,, ss&& . (1.72)

Ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó óðàâíåíèþ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ýëëèïñû ñ öåíòðàìè, èìåþùèìè êîîðäèíàòû s
F

m
− = − òð

0
2ω

 (s1 = 0) äëÿ âåðõíåé ïîëóïëîñ-

êîñòè 0>s& , è s
F

m
+ = + òð

0
2ω

 ( 02 =s ) äëÿ íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè 0<s& . ×òîáû íàðèñî-

âàòü ôàçîâûé ïîðòðåò, íåîáõîäèìî ñîìêíóòü ôàçîâûå òðàåêòîðèè âåðõíåé è íèæíåé ïî-

ëóïëîñêîñòåé íà èõ îáùåé ãðàíèöå .s 0=&

Èç ïîñòðîåííîãî íà ðèñ. 1.19 ôà-

çîâîãî ïîðòðåòà âèäíî, ÷òî äâèæåíèå ïðå-

êðàùàåòñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîëå-

áàíèé. ×ðåçâû÷àéíî âàæíî, ÷òî ñèñòåìà

íå îáÿçàòåëüíî ïðèäåò ê ñîñòîÿíèþ s = 0,

à ìîæåò îñòàíîâèòüñÿ, ïîïàâ â çîíó çàñ-

òîÿ −+ − ss  . Çîíà çàñòîÿ òåì áîëüøå, ÷åì

áîëüøå ñèëà Fòð. Èç ôàçîâîãî ïîðòðåòà

ëåãêî îïðåäåëèòü óáûâàíèå àìïëèòóäû

êîëåáàíèé çà îäèí ïåðèîä. Ýòî èçìåíå-

íèå àìïëèòóäû â äâà ðàçà ïðåâûøàåò ïðî-

òÿæåííîñòü çîíû çàñòîÿ:

∆A A t A t T s s
F

m
= − + = − =+ −( ) ( ) ( )2

4 òð

0
2ω

. (1.73)

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàêîíà (1.56), õàðàêòåðíîãî äëÿ âÿçêîãî

òðåíèÿ, àìïëèòóäà êîëåáàíèé óáûâàåò ñî âðåìåíåì ëèíåéíî.

Íà ðèñ. 1.20 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñìåùåíèÿ êîëåáëþùåãîñÿ òåëà

ïðè ñóõîì òðåíèè. ×èñëî ñîâåðøàåìûõ ñèñòåìîé êîëåáàíèé äî èõ ïðåêðàùåíèÿ çàâèñèò

îò íà÷àëüíîé àìïëèòóäû A0, è åãî ìîæíî îöåíèòü ïî ôîðìóëå:

N
A

A

A

s s
= =

−+ −

0 0

2∆ ( )
. (1.74)

Ðèñ. 1.19.

/w

s

0
s

A t( ) A t T( + )  s� s+
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Îíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîé àìïëè-

òóäû 0À .  ×àñòîòà êîëåáàíèé

m

k=ω0  îñòàåòñÿ òàêîé æå, êàê

è ïðè îòñóòñòâèè ñèëû òðåíèÿ

(ñì. (1.72)).

Êîëåáàíèÿ ïðîäîëæàþò-

ñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà èõ àìïëèòó-

äà îñòàåòñÿ áîëüøå ïîëîâèíû

øèðèíû çîíû çàñòîÿ s+� s�.

Ïðè ýòîì â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ êîëåáëþùàÿñÿ ìàññà îñòàíàâëèâàåòñÿ â ñëó÷àéíîì

ïîëîæåíèè âíóòðè ýòîé çîíû (â òî÷êå Ð íà ðèñ. 1.20).

Ðèñ. 1.20.

s

t
0

s+

s �

A 0

P
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Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû. Ðåæèìû ìåäëåí-

íûõ, áûñòðûõ è ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå è ôàçî-÷àñòîòíûå õà-

ðàêòåðèñòèêè. Áàëëèñòè÷åñêèé ðåæèì êîëåáàíèé. Óñòàíîâëåíèå êîëåáàíèé. Õàðàêòåðè-

ñòèêè ðàçëè÷íûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì. Ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Àâòîêîëåáàíèÿ.

Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû ðàññìîòðåëè ñâîáîäíûå çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ, âîç-

íèêàþùèå ïðè íà÷àëüíîì êðàòêîâðåìåííîì âîçäåéñòâèè âíåøíèõ ñèë íà êîëåáàòåëü-

íóþ ñèñòåìó. Ìåæäó òåì, â ïîâñåäíåâíîé ïðàêòèêå ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåçàòóõàþùèìè

êîëåáàíèÿìè, äëÿ ïîääåðæàíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîäâîäèòü ýíåðãèþ ê êîëåáàòåëü-

íîé ñèñòåìå, ÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü åå ýíåðãåòè÷åñêèå ïîòåðè.

Îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïîñîáîâ ïîääåðæàíèÿ íåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîå âîçäåéñòâèå íà êîëåáëþùóþñÿ ìàññó ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû

(âûíóæäàþùåé ñèëû)

),()( TtFtF += (2.1)

ìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè t, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíî â ïðåäåëàõ ïåðèîäà äëèòåëüíîñ-

òüþ T. Åñëè, íàïðèìåð, òàêóþ ñèëó ïðèëîæèòü ê êîëåáëþùåéñÿ ìàññå îïèñàííîãî âûøå

ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà (ðèñ. 2.1), òî óðàâíåíèå åå äâèæåíèÿ ïðèìåò âèä:

).(tFksssm +−Γ−= &&& (2.2)

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ñèëà âíåçàïíî íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü (íàïðèìåð, â ìî-

ìåíò âðåìåíè t = 0), òî ìàÿòíèê íà÷íåò ïîñòåïåííî ðàñêà÷èâàòüñÿ, è ñïóñòÿ êàêîå-òî âðåìÿ

åãî êîëåáàíèÿ óñòàíîâÿòñÿ. Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ òàêèõ âûíóæäåí-

íûõ êîëåáàíèé áóäåò ñîâïàäàòü ñ âðåìåíåì çàòóõàíèÿ τ = δ�1 = 2m/Γ. Äàëåå ìû ñêîíöåíò-

ðèðóåì âíèìàíèå èìåííî íà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáà-

íèÿõ. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïàðàìåòðû òàêèõ êîëåáàíèé áó-

äóò çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî âèäà ñèëû F(t). Èç ìàòåìà-

òèêè õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ôóí-

êöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà Ôóðüå:

.
2

sin)(
0

0∑
∞

=





 ψ+π=

n
nn nt

T
FtF (2.3)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêîå âîç-

äåéñòâèå F(t) ýêâèâàëåíòíî îäíîâðåìåííîìó âîçäåéñòâèþ ïîñòîÿííîé ñèëû F00 è íàáî-

ðà ãàðìîíè÷åñêèõ ñèë ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè àìïëèòóäàìè F0n, íà÷àëüíûìè ôàçàìè ψn è

÷àñòîòàìè ,nn
Tn ω=π=ω 2

 êðàòíûìè íèçøåé (îñíîâíîé) ÷àñòîòå 
T

π=ω 2
.

×òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ êàðòèíó âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì ñèëû

(2.3), íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ (2.2). Ýòî ïîçâîëÿåò

ïðåäñòàâèòü åãî ðåøåíèå s(t) êàê ñóììó ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé:

∑
∞

=





 ϕ+π=

0
0

2
sin)(

n
nn nt

T
sts , (2.4)

s0

F( )t

Ðèñ. 2.1.
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ïðîèñõîäÿùèõ ñ óñòàíîâèâøèìèñÿ àìïëèòóäàìè s0n è ôàçàìè ϕn íà ÷àñòîòàõ ωn

ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàðìîíèê âûíóæäàþùåé ñèëû (2.3). Êàæäîå ñëàãàåìîå â (2.4) ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âûíóæäåííîå ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå, ïðîèñõîäÿùåå ïîä

äåéñòâèåì âíåøíåé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû ñ àìïëèòóäîé F0n è ÷àñòîòîé .n
Tn
π=ω 2

Àìïëèòóäû s0n è ôàçû ϕn òðåáóþò îïðåäåëåíèÿ, è ìû ïåðåéäåì ñåé÷àñ ê èõ

íàõîæäåíèþ.

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû. Ïóñòü

âíåøíÿÿ ñèëà ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó

.sin)( 0 tFtF ω= (2.5)

Óðàâíåíèå (2.2) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:

.sin0 tFksssm ω+−Γ−= &&& (2.6)

Ïîä äåéñòâèåì ýòîé ñèëû ìàÿòíèê â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå áóäåò ñîâåðøàòü

ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

).sin()( 00 ϕ+ω= tsts (2.7)

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, àìïëèòóäà s0 è íà÷àëüíàÿ ôàçà ϕ0 (ò.å. ñäâèã ôàçû ìåæäó

ñìåùåíèåì s è ñèëîé F) óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé çàâèñÿò íå òîëüêî îò àìïëèòóäû

ñèëû F0 (÷òî î÷åâèäíî èç óðàâíåíèÿ (2.6)), íî è îò òîãî, íàñêîëüêî ÷àñòîòà âûíóæäàþùåé

ñèëû ω  îòëè÷àåòñÿ îò ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ìàÿòíèêà .m/k=ω0  Íàèáîëåå

ñèëüíî ìàÿòíèê áóäåò ðàñêà÷èâàòüñÿ, êîãäà ýòè ÷àñòîòû ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò: ω ≈ ω0.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê íàõîæäåíèþ s0 è ϕ0,

çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì

íå òàê ïðîñòî ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îñóùåñòâèòü

âîçäåéñòâèå ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû íåïîñðåäñòâåííî íà

äâèæóùóþñÿ ìàññó. Ãîðàçäî ïðîùå ýòî ñäåëàòü äëÿ

ýëåêòðè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, íàïðèìåð, äëÿ êîëåáàòåëüíîãî êîí-

òóðà, ïîäêëþ÷åííîãî ê âíåøíåìó èñòî÷íèêó ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ. Ëåãêî, îäíàêî,

âèäåòü, ÷òî ìîæíî ïîääåðæèâàòü âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, èçîáðàæåííîãî íà

ðèñ. 2.1, èíûì ñïîñîáîì, íå ïðèêëàäûâàÿ íåïîñðåäñòâåííî âíåøíþþ ñèëó F(t) ê ìàññå m.

Äîñòàòî÷íî ëèøü ýòó ñèëó ïðèëîæèòü ê ëåâîìó êîíöó ñâîáîäíîé ïðóæèíû òàê, ÷òîáû

ýòîò êîíåö äâèãàëñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ξ(t) = ξ0sinωt (ðèñ. 2.2). Òîãäà óäëèíåíèå

ïðóæèíû ñîñòàâèò âåëè÷èíó s � ξ, à ñèëà óïðóãîñòè, ïðèëîæåííàÿ ê ìàññå m, áóäåò ðàâíà

�k(s � ξ). Ïîýòîìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàññû m çàïèøåòñÿ â âèäå:

).( ξ−−Γ−= skssm &&& (2.8)

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû â îòñóòñòâèå ñìå-

ùåíèÿ ãðóçà (s = 0) ðàâíà

,sin)()( 0 tktktF ωξ=ξ= (2.9)

òî óðàâíåíèå (2.8) ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (2.6). Ñèëà (2.9) âûïîëíÿåò ðîëü

âíåøíåé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû â êëàññè÷åñêîé ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.1. Ýòà ñèëà

s0

F( )t

0 x

Ðèñ. 2.2.
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ëåãêî ìîæåò áûòü âèçóàëèçèðîâàíà, ïîñêîëüêó åå âåëè÷èíà è íàïðàâëåíèå îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ñìåùåíèåì ïîäâèæíîãî ëåâîãî êîíöà ïðóæèíû. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, äàåò

âîçìîæíîñòü íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñèëîé F(t) (èëè

ñìåùåíèåì ξ(t)) è ñìåùåíèåì s(t) êîëåáëþùåéñÿ ìàññû.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.8) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

,sin2 02
0 t

m

F
sss ω=ω+δ+ &&& (2.10)

ãäå F0 = kξ0.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ (2.7), ãäå

àìïëèòóäà s0 è ôàçà ϕ0 ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû, åñëè ïîäñòàâèòü (2.7) â (2.10). Ìû ñäåëàåì

ýòî íåñêîëüêî ïîçäíåå, à ïîêà ðàññìîòðèì òðè âàæíûõ ðåæèìà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé.

Ìåäëåííûå êîëåáàíèÿ. Åñëè ÷àñòîòà âûíóæäàþùåé ñèëû ω çíà÷èòåëüíî ìåíü-

øå ω0, òî ñêîðîñòü s&  è óñêîðåíèå s&&  êîëåáëþùåéñÿ ìàññû áóäóò î÷åíü ìàëûìè. Ïîýòîìó

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.10) è çàïèñàòü

åãî â ïðèáëèæåííîì âèäå:

.sin02
0 t

m

F
s ω=ω (2.11)

Åãî ðåøåíèå î÷åâèäíî:

.sinsin)( 0
2
0

0 t
k

F
t

m

F
ts ω=ω

ω
= (2.12)

Â ýòîì ðåæèìå ñìåùåíèå ãðóçà ïðîïîðöèîíàëüíî âíåøíåé ñèëå è íå çàâèñèò îò

âåëè÷èíû åãî ìàññû m. Ðåøåíèå (2.12) ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæå-

íèåì çàêîíà Ãóêà äëÿ ñòàòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ïðóæèíû. Ïîýòîìó ýòîò ðåæèì ìîæíî

íàçâàòü êâàçèñòàòè÷åñêèì (ïî÷òè ñòàòè÷åñêèì). Àìïëèòóäà êîëåáàíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ

ýòèì çàêîíîì ðàâíà s0 = F0/k, à ñìåùåíèå s(t) èçìåíÿåòñÿ â ôàçå ñ âíåøíåé ñèëîé.

Â ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.2, ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñìåùåíèå ìàññû m

ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿåò ñìåùåíèå ëåâîãî êîíöà ïðóæèíû:

),(sinsin)( 00 tt
k

k
t

k

F
ts ξ=ω

ξ
=ω= (2.13)

ïîñêîëüêó F0 = kξ0. Ýòî è íå óäèâèòåëüíî, ò.ê. äëÿ äâèæåíèÿ ìàññû m ñ ïðåíåáðåæèìî

ìàëûì óñêîðåíèåì s&&  íå òðåáóåòñÿ áîëüøèõ äåôîðìàöèé ïðóæèíû: .0)()( ≈ξ− tts

Áûñòðûå êîëåáàíèÿ. Åñëè ω >> ω0, òî ïåðèîä âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé T = 2π/ω
ìàë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàññà m èñïûòûâàåò äåéñòâèå ëèøü âíåøíåé ñèëû F(t), à ñèëà óïðó-

ãîñòè ks è âÿçêîãî òðåíèÿ s&Γ  ìàëû. Äåéñòâèòåëüíî, çà ïîëîâèíó êîðîòêîãî ïåðèîäà êîëåáà-

íèé, êîãäà ìàññà äâèæåòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè, îíà íå óñïåâàåò íàáðàòü êàê çàìåòíóþ

ñêîðîñòü s& , òàê è ñìåñòèòüñÿ íà äîñòàòî÷íóþ âåëè÷èíó s îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòî-

ìó â óðàâíåíèè (2.10) ìîæíî îïóñòèòü ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå s è s& , è çàïèñàòü åãî â äðóãîì

ïðèáëèæåííîì âèäå:
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.sin0 t
m

F
s ω=&& (2.14)

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå äâà ðàçà, íàõîäèì çàêîí äâèæåíèÿ êîëåáëþùåéñÿ

ìàññû:

).sin(sin)(
2

0
2

0 π−ω
ω

=ω
ω

−= t
m

F
t

m

F
ts (2.15)

Èç (2.15) ñëåäóåò, ÷òî ñìåùåíèå ïî îòíîøåíèþ ê âíåøíåé ñèëå çàïàçäûâàåò ïî

ôàçå íà π (ϕ0 = �π), à àìïëèòóäà, êàê ìû è ïðåäïîëàãàëè, óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû.

Â ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.2, â òàêîì ðåæèìå ëåâûé ïîäâèæíûé êîíåö

ïðóæèíû è ìàññà m âñåãäà äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ:

).(sin)(
2

2
0

2
0 tt

m

k
ts ξ

ω
ω

−=ω
ω
ξ

−= (2.16)

Ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñìåùåíèå ìàññû m â ω ω2
0
2 1/ >>  ðàç ìåíüøå

ñìåùåíèÿ ëåâîãî êîíöà ïðóæèíû, ò.å. ïðàêòè÷åñêè íå áóäåò çàìåòíûì.

Ðåçîíàíñíûé ðåæèì. Åñëè ÷àñòîòà ω ≈ ω0, òî âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðîèñ-

õîäÿò íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

.ss 02
0 =ω+&& (2.17)

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (2.10) ïðè ó÷åòå (2.17) ïðèìåò âèä:

.sin2 0
0 t

m

F
s ω=δ& (2.18)

Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñìåùåíèÿ:

).2sin(
2

)( 0
0

0 π−ω
ωδ

= t
m

F
ts (2.19)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå óäîáíî ïåðåïèñàòü â âèäå

),2sin()( 0
0 π−ω= tQ

k

F
ts (2.20)

ãäå 
T

Q
δ
π=  � äîáðîòíîñòü ìàÿòíèêà. Åñëè äîáðîòíîñòü Q >> 1, òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé

ìîæåò âî ìíîãî ðàç ïðåâûøàòü àìïëèòóäó ìåäëåííûõ êâàçèñòàòè÷åñêèõ êîëåáàíèé

(ñðàâíèòå ñ (2.12)). Ïîýòîìó òàêîé ðåæèì íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì.

Âåëèêè òàêæå àìïëèòóäû ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ. Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü s& , êàê

ñëåäóåò èç (2.18), èçìåíÿåòñÿ â ôàçå ñ âíåøíåé ñèëîé, òî ñ ýíåðãåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

ýòî âåñüìà áëàãîïðèÿòíî äëÿ «ïîäêà÷êè» ýíåðãèè â êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó. Ðàáîòà

âíåøíåé ñèëû çà ïåðèîä êîëåáàíèé ðàâíà:

A F t s t t
F

m
t t

F T

m

T T

= ⋅ = =∫ ∫( ) &( ) sind d
0

0
2

2
0

0

0
2

2 4δ
ω

δ
(2.21)

è çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ðàáîòó ýòîé ñèëû â îáîèõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ðåæèìàõ.

Òàêàÿ áîëüøàÿ ðàáîòà íåîáõîäèìà äëÿ êîìïåíñàöèè çíà÷èòåëüíûõ ïîòåðü èç-çà ñèëû

âÿçêîãî òðåíèÿ.
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Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà îáðàòèìñÿ ê ñõåìå ñ ïîäâèæíûì

ëåâûì êîíöîì ïðóæèíû, ãäå, êàê ýòî âèäíî èç ðåøåíèÿ (2.20),

)2sin()( 00 π−ωξ= tQts . (2.22)

Àìïëèòóäà ñìåùåíèÿ ïðàâîãî êîíöà ïðóæèíû â Q ðàç ïðåâîñõîäèò àìïëèòóäó

ñìåùåíèÿ ëåâîãî êîíöà. Ïðè ïðîõîæäåíèè ìàññîé m ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ s = 0, êîãäà

åå ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà, ëåâûé êîíåö ïðóæèíû ñìåùåí íà ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó ξ0

â íàïðàâëåíèè ñêîðîñòè äâèæóùåéñÿ ìàññû. Â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ìîùíîñòü ñèëû

óïðóãîñòè ïðóæèíû èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå ïðè çàäàí-

íîé âåëè÷èíå ξ0. Â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè ýòà ìîùíîñòü áóäåò îñòàâàòüñÿ ïî-

ëîæèòåëüíîé, ÷òî, åñòåñòâåííî, îáåñïå÷èâàåò íàèáîëåå ýôôåêòèâíóþ ïåðåäà÷ó ýíåðãèè

äâèæóùåìóñÿ ñ òðåíèåì òåëó.

Åñëè ñèëà (2.5) ìåíÿåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ÷àñòîòîé ω, òî àìïëèòóäà s0 è ôàçà ϕ0,

âõîäÿùèå â ðåøåíèå (2.7), ìîãóò áûòü íàéäåíû, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ïîäñòàíîâêîé

ðåøåíèÿ (2.7) â óðàâíåíèå (2.10). Òàêóþ ïîäñòàíîâêó ìîæíî îñóùåñòâèòü íàèáîëåå ïðî-

ñòî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä, øèðîêî ïðèìåíÿåìûì â ðàç-

ëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè: òåîðèè êîëåáàíèé, òåîðèè âîëí, ýëåêòðîìàãíåòèçìå, îïòèêå è äð.

Ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä. Åñëè â ôîðìóëå Ýéëåðà (1.53): eiϕ = cos ϕ + isin ϕ
ïîä ϕ ïîíèìàòü ôàçó ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

ϕ = ωt + ϕ0, (2.23)

òî êàæäîìó òàêîìó êîëåáàíèþ s(t) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîå ÷èñëî

$( ) cos( ) sin( )s t s e s e e s t is ti i i t= = = + + +0 0 0 0 0 0
0ϕ ϕ ω ω ϕ ω ϕ . (2.24)

Èç (2.24) âèäíî, ÷òî ðåøåíèå (2.7) ÿâëÿåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî âûðàæåíèÿ:

s t s t s ei t( ) sin( ) Im $= + =0 0 0ω ϕ ω , (2.25)

ãäå $s s ei
0 0

0= ϕ  � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà, êîòîðàÿ íåñåò èíôîðìàöèþ îá àìïëèòóäå s0 è

íà÷àëüíîé ôàçå ϕ0 êîëåáàíèé. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ÿâëÿåòñÿ,

ôàêòè÷åñêè, àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì ìåòîäà âåêòîðíûõ äèàãðàìì. Åñëè â ïîñëåäíåì

ìåòîäå êîëåáàíèå ñ ÷àñòîòîé ω ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ âåêòîðîì s0, òî â ìåòîäå êîìïëåêñíûõ

àìïëèòóä êîëåáàíèå çàäàåòñÿ ÷èñëîì $s0  íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó ñ êîìïëåê-

ñíûìè ÷èñëàìè óäîáíî è ïðîñòî ïðîèçâîäèòü ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè, òî ìû èñïîëüçó-

åì ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé (2.10).

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ÷àñòîòîé. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (2.10) â êîìïëåêñíîì âèäå:

$( ) $s t s ei t= 0
ω . (2.26)

Âûíóæäàþùóþ ñèëó â ïðàâîé ÷àñòè (2.10) òàêæå çàïèøåì â êîìïëåêñíîé ôîðìå:

$ ( ) $F t F ei t= 0
ω , (2.27)

ãäå $F F0 0=  � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîñòîòû ìû ïîëîæèëè, ÷òî

íà÷àëüíàÿ ôàçà â âûðàæåíèè äëÿ ñèëû (2.5) ðàâíà íóëþ.
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Òîãäà óðàâíåíèå (2.10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

$&& $& $

$

s s s
F

m
ei t+ + =2 0

2 0δ ω ω . (2.28)

Êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó $s s ei
0 0

0= ϕ  ëåãêî íàõîäèì ïîäñòàíîâêîé (2.26) â (2.28):

( ) $

$

− + + =ω δω ω ω ω2
0
2

0
02i s e

F

m
ei t i t . (2.29)

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

$

$

( )
s

F

m i
0

0

0
2 2 2

=
− +ω ω δω

. (2.30)

Èç (2.30) íåòðóäíî íàéòè àìïëèòóäó êîëåáàíèé s s0 0= $ :

22222
0

0
0

4)( ωδ+ω−ω
=

m

F
s (2.31)

è ôàçó ϕ0 0= arg $s :

tg ϕ δω
ω ω0

0

0
2

0
2

2= =
−

Im $

Re $

s

s
, (2.32)

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþùèå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ (2.25).

Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû s0 îò ÷àñòîòû ω, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé (2.31), íàçûâàåòñÿ

àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé (À×Õ), à çàâèñèìîñòü ϕ0(ω), îïèñûâàåìàÿ ôîðìó-

ëîé (2.32), íàçûâàåòñÿ ôàçî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé (Ô×Õ). Íà ðèñ. 2.3 èçîáðàæåíà

À×Õ, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò íàðàñòàíèå àìïëèòóäû s0 ïðè ïðèáëèæåíèè ω ê ω0. Ýòî ÿâëåíèå

ïîëó÷èëî íàçâàíèå ðåçîíàíñà ñìåùåíèé. Èíòåðåñíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëè-

òóäû, â Q ðàç ïðåâîñõîäÿùåå ñòàòè÷åñêîå ñìåùåíèå F0/k, äîñòèãàåòñÿ íà ÷àñòîòå

,s
22

0 2δ−ω=ω (2.33)

êîòîðàÿ íåñêîëüêî ìåíüøå êàê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ω0, òàê è ÷àñòîòû çàòóõàþùèõ êîëå-

áàíèé .22
0 δ−ω  Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé äëÿ ÷àñòîò ω, ëåæàùèõ âáëèçè ÷àñòîòû ω0,

ôîðìóëà (2.31) ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî óïðîùåíà. Òàê, ìîæíî ïîëîæèòü

( ) ( ) ( ) ( ) ;

.

ω ω ω ω ω ω ω ω ω

δ ω δ ω
0
2 2 2

0
2

0
2

0
2

0
2

2 2 2
0
2

4

4 4

− = − + ≈ − ⋅

≈                            
(2.34)

Ñ ó÷åòîì ïðèáëèæåíèé (2.34) ôîðìóëà (2.31) ïðèìåò âèä:

.

1

1
)(

2
0

0
0

+






δ
ω−ω

=ω Q
k

F
s (2.35)

Â ôèçèêå áåçðàçìåðíóþ ôóíêöèþ

1

1
)(

2
0 +







δ
ω−ω

=ωL (2.36)

íàçûâàþò ëîðåíöåâîé, à ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè íàçûâàþò ëîðåíöåâûì êîíòóðîì. Øèðè-

íó ∆ω ýòîãî êîíòóðà, îïðåäåëÿþùóþ îñòðîòó ðåçîíàíñà, íàõîäÿò èç óñëîâèÿ óáûâàíèÿ
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âäâîå ýíåðãèè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, ïðîïîðöèîíàëüíîé êâàäðàòó àìïëèòóäû s0(ω) â

(2.35), ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïðèáëèæåííîìó ñîîòíîøåíèþ

,7,0
2

1

1
2

1
2

≈=

+






δ
ω∆

(2.37)

êîòîðîå ïîÿñíÿåòñÿ ðèñóíêîì 2.4. Ïðè ýòîì óñëîâèè ,δ=ω∆
2

 ò.å. ∆ω = 2δ. Øèðèíà

ëîðåíöåâà êîíòóðà õàðàêòåðèçóåò ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, ò.å. òàêóþ

îáëàñòü ÷àñòîò âíåøíåé ñèëû, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà ýôôåêòèâíî îòêëèêàåòñÿ íà

ãàðìîíè÷åñêîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äîáðîòíîñòü ñèñòåìû ðàâíà

,
T

Q
ω∆

ω
=

δ
π= 0 (2.38)

ò.å. îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ.

Ñ óìåíüøåíèåì êîýôôèöèåíòà δ À×Õ ìåíÿåò ñâîþ ôîðìó, êàê ýòî èçîáðàæåíî

ïóíêòèðîì íà ðèñ. 2.3 äëÿ δ′ < δ. Ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ ∆ω óìåíüøàåòñÿ, äîáðîòíîñòü Q′
âîçðàñòàåò, è ðåçîíàíñ ñòàíîâèòñÿ áîëåå îñòðûì.

Ôàçî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà äëÿ äâóõ ðàç-

ëè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ çàòóõàíèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ.

2.5. Ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå çàâèñèìîñòè ϕ0(ω) ìû ïîä-

ðîáíî îáñóäèëè äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ âûíóæ-

äåííûõ êîëåáàíèé. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì

çàòóõàíèÿ δ êðèâàÿ ϕ0(ω) ñòàíîâèòñÿ áîëåå «÷óâñòâè-

òåëüíîé» ê èçìåíåíèþ ÷àñòîòû âáëèçè ðåçîíàíñà.

Íàðÿäó ñ ðåçîíàíñîì ñìåùåíèé ìîæíî ãîâîðèòü î ðåçîíàíñå ñêîðîñòåé s&  è

ðåçîíàíñå óñêîðåíèé s&& .

w
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w0w
s

F0

k
Q

d

d  d<¢

F0

k

0

Ðèñ. 2.3.

w

L

w0

1,0

0,7
Dw

0

Ðèñ. 2.4.

Ðèñ. 2.5.

s0
w
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w
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0

p
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Ñêîðîñòü êîëåáëþùåéñÿ ìàññû ðàâíà:

),2sin( 00 π+ϕ+ωω= tss& (2.39)

à åå óñêîðåíèå:

)sin( 0
2

0 π+ϕ+ωω= tss&& , (2.40)

ò.å. àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà äëÿ ñêîðîñòè ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì À×Õ

(2.31) íà ω, à äëÿ óñêîðåíèÿ � íà ω2:

2

222
0

0
00

4δ+









ω

ω−ω
=ω=

m

F
sv

,

2

2
2

2

2
0

02
00

41
ω
δ+










−

ω
ω

=ω=

m

F
sw

.

Íà ðèñ. 2.6 èçîáðàæåíû ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè àìïëèòóä ñêîðîñòè ω= 00 sv  è

óñêîðåíèÿ .sw 2
00 ω=

Õàðàêòåðíî, ÷òî ðåçîíàíñ ñêîðîñòè ïðîèñõîäèò íà ÷àñòîòå 0ω=ω ′s , à ðåçîíàíñ

óñêîðåíèÿ � ïðè .s 0ω>ω ′′  Îòìåòèì, ÷òî âñå ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé:

.sss
2
0

2 ω=ω=ω⋅ω ′′′ (2.41)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïî ïðè÷èíàì, ðàññìîòðåííûì ðàíåå, â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñ-

òîò ìàëû êàê óñêîðåíèå, òàê è ñêîðîñòü. Â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò óñêîðåíèå êîíå÷íî

)( 0
2

0 mFs →ω  è îáåñïå÷èâàåòñÿ ëèøü âíåøíåé ñèëîé. Îäíàêî ñêîðîñòü ïî-ïðåæíåìó

íåçíà÷èòåëüíà, ïîñêîëüêó òåëî íå óñïåâàåò ðàçîãíàòüñÿ.

Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà íàðèñîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî ôàçî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñ-

òèêè äëÿ ñêîðîñòè è äëÿ óñêîðåíèÿ, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (2.39) è (2.40), ïîñêîëüêó îíè

ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûì ñäâèãîì Ô×Õ äëÿ ñìåùåíèÿ (2.32), èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.5, ââåðõ

ñîîòâåòñòâåííî íà π/2 èëè íà π.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîäâîäå ýíåðãèè ê îñöèëëÿòîðó ïðè

ïðîèçâîëüíîé ÷àñòîòå âûíóæäàþùåé ñèëû. Ñðåäíÿÿ çà ïåðèîä ìîùíîñòü ýòîé ñèëû ðàâíà

w

v
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w
0

w
ś

w

w
0

w0 w
s´́

F0
m

=0 0

Ðèñ. 2.6.
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N
T

F t s t t
T

F t t
T

F t t
T T T

= = ⋅ +





= =∫ ∫ ∫
1 1

2

1

0
0 0

0
0 0

0

( ) &( ) sin sind sin t + d sin( t + )d0 0ω ω ϕ π ω ω ψv v

= + =∫ ∫
1 1 1

20 0
2

0
0 0

0
0 0 0T

F t t
T

F t t t F
T T

v v vsin cos sin cos sin cos ,ω ψ ω ω ψ ψ0 0d d

ãäå 
2

00
π+ϕ=ψ  � ñäâèã ôàç ìåæäó ñêîðîñòüþ è ñèëîé. Ìû âèäèì, ÷òî ìàêñèìóì

ïîäâîäèìîé ê îñöèëëÿòîðó ìîùíîñòè äîñòèãàåòñÿ íà ÷àñòîòå ω0, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì

ìàêñèìàëüíû è àìïëèòóäà ñêîðîñòè v0, è )0( cos 00 =ψψ . Ïðè äðóãèõ ÷àñòîòàõ

âûíóæäàþùåé ñèëû ýòà ìîùíîñòü áûñòðî óìåíüøàåòñÿ è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êàê ïðè

0→ω , òàê è ïðè ∞→ω .

Áàëëèñòè÷åñêèé ðåæèì êîëåáàíèé. Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ê êîòîðîé

ïðèëîæåíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèëà F(t), äåéñòâóþùàÿ â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆t,

çíà÷èòåëüíî ìåíüøåãî ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé: ∆t << T. Îòêëèê ñèñòåìû íà òàêîå

âîçäåéñòâèå áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí èìïóëüñó äåéñòâóþùåé ñèëû:

p
T

F t t
t

= ∫
1

0

( )d
∆

. (2.42)

Â ñàìîì äåëå, ïðè êðàòêîâðåìåííîì âîçäåéñòâèè (â òå÷åíèå âðåìåíè ∆t) ìàÿòíèê

íå óñïåâàåò çàìåòíî ñìåñòèòüñÿ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îäíàêî áóäåò îáëàäàòü óñêîðåíèåì

.
)(

m

tF
s =&& (2.43)

Ïðè çàïèñè (2.43) ìû ïðåíåáðåãëè ñèëîé âÿçêîãî òðåíèÿ. Ïî îêîí÷àíèè äåéñòâèÿ

ñèëû ìàÿòíèê ïðèîáðåòåò ñêîðîñòü

v0
0

1
= = =∫& &&s

T
s t

p

m

t

d
∆

, (2.44)

ïðîïîðöèîíàëüíóþ èìïóëüñó ñèëû.

Äàëåå ìàÿòíèê áóäåò ñîâåðøàòü ñîáñòâåííûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé

.
m

p
s

00

0
0 ω

=
ω

=
v (2.45)

Åñëè ïàðàìåòðû m è ω0 èçâåñòíû, òî ìîæíî îïðåäåëèòü p, èçìåðÿÿ àìïëèòóäó

ïåðâîãî êîëåáàíèÿ ïîñëå âîçäåéñòâèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó èçìåðåíèÿ çàðÿäà, ïðîòåêàþùåãî ïî

ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, ñ èñïîëüçîâàíèåì áàëëèñòè÷åñêîãî ãàëüâàíîìåòðà. Ýòîò

ãàëüâàíîìåòð ñîäåðæèò ðàìêó, êîòîðàÿ ìîæåò ñîâåðøàòü êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ. Ðàìêà

èìååò óâåëè÷åííûé (ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì ãàëüâàíîìåòðîì) ìîìåíò èíåðöèè, ÷òî

óâåëè÷èâàåò ïåðèîä åå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äî íåñêîëüêèõ ñåêóíä. Ò.ê. ðàìêà íàõîäèòñÿ

â ìàãíèòíîì ïîëå ïîñòîÿííîãî ìàãíèòà, òî ïðè ïðîòåêàíèè ÷åðåç íåå ýëåêòðè÷åñêîãî

òîêà íà ðàìêó áóäåò äåéñòâîâàòü ìîìåíò ñèë, ïðîïîðöèîíàëüíûé òîêó. Ïðè ïðîòåêàíèè

êðàòêîâðåìåííîãî òîêà ðàìêà ïðèîáðåòàåò óãëîâóþ ñêîðîñòü è çàòåì çà ÷åòâåðòü ïåðèîäà
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êîëåáàíèé îòêëîíÿåòñÿ íà íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé óãîë, êîòîðûé ïðîïîðöèîíàëåí

èíòåãðàëó îò ïðîòåêøåãî ÷åðåç ðàìêó òîêà, ò.å. âåëè÷èíå ïðîòåêøåãî çàðÿäà.

Óñòàíîâëåíèå êîëåáàíèé. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî åñëè ïðèëîæèòü ê ïîêîÿùåìóñÿ

ìàÿòíèêó ãàðìîíè÷åñêóþ ñèëó â ìîìåíò âðåìåíè ,t 0=  òî ìàÿòíèê íà÷íåò ïîñòåïåííî

ðàñêà÷èâàòüñÿ, êàê ýòî êà÷åñòâåííî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2.7à. Óñòàíîâëåíèå êîëåáàíèé ñâÿçàíî

ñ òåì ôàêòîì, ÷òî íàðÿäó ñ âûíóæäåííûìè êîëåáàíèÿìè íà ÷àñòîòå ω  áóäóò âîçáóæäåíû è

ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòå ,22
0 δ−ω  êîòîðûå, êîíå÷íî, áóäóò çàòóõàòü.

Èç ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ (2.10) ïðè δ < ω0 èìååò âèä:

),sin()sin()( 00c
22

00c ϕ+ω+ϕ+δ−ω= δ− tstests t (2.50)

ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ñîáñòâåííûõ çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé íà ÷àñòîòå
22

0 δ−ω  è íåçàòóõàþùèõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé íà ÷àñòîòå ω. Èç (2.50) âèäíî, ÷òî

êîëåáàíèÿ óñòàíîâÿòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà çàòóõíóò ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ. Ýòî ïðîèçîéäåò

ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè

δ
=τ∆ 1

~óñòt . (2.51)

Çà ýòî âðåìÿ â ñèñòåìó «çàêà÷èâàåòñÿ» ýíåðãèÿ, ïîñêîëüêó äî óñòàíîâëåíèÿ

êîëåáàíèé ðàáîòà âíåøíåé ñèëû ïðåâûøàåò ðàáîòó ñèë òðåíèÿ. Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå

èìååò ìåñòî áàëàíñ ïîñòóïàþùåé è ðàñõîäóåìîé ýíåðãèé.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè 22
0 δ−ω=ω , òî (2.50) ïðè s(0) = 0, 0)0( =s&  è δ << ω0, êàê

íåòðóäíî ïîêàçàòü, èìååò âèä

)2/sin()1()( 0 π−ω−= δ− tests t , (2.52)

ïîñêîëüêó ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ,00c ss =  
2

0c
π≈ϕ−=ϕ .

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (2.51) îïðåäåëÿåò ëèøü ïîðÿäîê âåëè÷èíû (âðåìåííîé

ìàñøòàá) .óñòt∆  Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ (ðàâíî êàê è âðåìÿ

çàòóõàíèÿ) êîëåáàíèé ïðèíèìàþò ðàâíûì .)53(óñò τ÷=∆t

s

t
0

s0

�s0

Dtóñò

Ðèñ. 2.7à.

s

s

Ðèñ. 2.7á.
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Íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 2.7á) ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ áóäåò ïîñòåïåííî «ðàñ-

êðó÷èâàòüñÿ» èç íà÷àëà êîîðäèíàò è ñòðåìèòüñÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó � ýëëèïñó, èçîá-

ðàæåííîìó íà ðèñóíêå ïóíêòèðíîé ëèíèåé.

Õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì (îñöèëëÿòîðîâ). Èíòå-

ðåñíî ñîïîñòàâèòü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì (èíîãäà

èõ äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàþò îñöèëëÿòîðàìè) Ïðèìåðàìè òàêèõ îñöèëëÿòîðîâ ìîãóò

áûòü ìåõàíè÷åñêèå (ðàññìîòðåííûå âûøå), ýëåêòðè÷åñêèå (èçâåñòíûå èç øêîëüíîãî

êóðñà ôèçèêè, íàïðèìåð, êîëåáàòåëüíûé êîíòóð), îïòè÷åñêèå (íàïðèìåð, ýëåêòðîí â

àòîìå) è äðóãèå ñèñòåìû.

Âíà÷àëå îáðàòèìñÿ ê õàðàêòåðèñòèêàì íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîãî îñöèëëÿòî-

ðà � ìàÿòíèêà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé òåëî, ïîäâåøåííîå íà íèòè.

Ìàÿòíèê ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äðåâíåéøèõ ôèçè÷åñêèõ ïðèáîðîâ. Ñ ïîìîùüþ êðó-

òèëüíûõ ìàÿòíèêîâ áûëè îòêðûòû çàêîíû ãðàâèòàöèîííîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî âçàèìî-

äåéñòâèé, èçìåðåíî äàâëåíèå ñâåòà, âûïîëíåíî ìíîæåñòâî äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðåäëîæåí è ðåàëèçóåòñÿ ðÿä íîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ èçó-

÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèè, â êîòîðûõ î÷åíü ìàëûå ñèëû èçìåðÿþòñÿ ñ

ïîìîùüþ êðóòèëüíûõ ìàÿòíèêîâ. ×óâñòâèòåëüíîñòü òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ çàâèñèò îò òîãî,

íàñêîëüêî îñëàáëåíû ñåéñìè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà ìàÿòíèê, à òàêæå îò

ñòàáèëüíîñòè åãî ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, óïðóãèõ ñâîéñòâ íèòè ïîäâåñà. Íî äàæå åñëè

óñòðàíåíû âñå âíåøíèå âîçìóùàþùèå âîçäåéñòâèÿ, îñòàåòñÿ îäèí ïðèíöèïèàëüíûé èñ-

òî÷íèê ôëóêòóàöèé åãî àìïëèòóäû è ôàçû êîëåáàíèé. Ýòî õàîòè÷åñêîå òåïëîâîå äâèæå-

íèå ìîëåêóë â íèòè ïîäâåñà è ïîäâåøåííîì òåëå. Äåéñòâóþùàÿ íà íåãî ôëóêòóàöèîííàÿ

ñèëà çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è îò äîáðîòíîñòè ìàÿòíèêà. ×åì âûøå äîáðîòíîñòü ìàÿò-

íèêà, òåì ìåäëåííåå çàòóõàþò åãî êîëåáàíèÿ è äèññèïèðóåò åãî ýíåðãèÿ, ïðåâðàùàÿñü â

òåïëî, ò.å. õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå ìîëåêóë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñëàáåâàåò è îáðàòíûé ïðî-

öåññ ðàñêà÷êè ìàÿòíèêà õàîòè÷åñêèì äâèæåíèåì ìîëåêóë, ò.å. óìåíüøàåòñÿ ôëóêòóàöè-

îííàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ìàÿòíèê. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óìåíüøèòü çàòóõàíèå, òåëî è íèòü

ïîäâåñà èçãîòîâëÿþò èç âûñîêîêà÷åñòâåííîãî ïëàâëåíîãî êâàðöà � ìàòåðèàëà ñ íèçêè-

ìè ïîòåðÿìè óïðóãîé ýíåðãèè, à òàêæå ïðèíèìàþò ñïåöèàëüíûå ìåðû äëÿ èñêëþ÷åíèÿ

äðóãèõ èñòî÷íèêîâ äèññèïàöèè ýíåðãèè. Â ðåçóëüòàòå äîáðîòíîñòü êðóòèëüíûõ ìàÿòíè-

êîâ äîñòèãàåò âåëè÷èíû ∼107.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â íåñêîëüêèõ ñòðàíàõ ñòðîÿòñÿ ëàçåðíûå ãðàâèòàöèîííûå

àíòåííû äëÿ ðåãèñòðàöèè ãðàâèòàöèîííîãî èçëó÷åíèÿ îò êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ïðèí-

öèï äåéñòâèÿ àíòåííû îñíîâàí íà òîì, ÷òî ãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà äåéñòâóåò íà ñâîáîä-

íûå ìàññû, ïîìåùåííûå â ðàçíûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, èçìåíÿÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè.

Ýòî èçìåíåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî èíòåíñèâíîñòè âîëíû è ðàññòîÿíèþ ìåæäó ìàññàìè.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ãðàâèòàöèîííûõ àíòåííàõ ïðîáíûå ìàññû ðàñïîëàãàþò â íåñêîëüêèõ

êèëîìåòðàõ äðóã îò äðóãà â ñïåöèàëüíûõ âàêóóìíûõ êàìåðàõ, à ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè

èçìåðÿþò óíèêàëüíûì ëàçåðíûì èíòåðôåðîìåòðîì. Êàæäàÿ ïðîáíàÿ ìàññà ïîäâåøèâà-
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åòñÿ íà òîíêèõ íèòÿõ, îáðàçóÿ ìàÿòíèê êà÷àíèÿ. Ñ ìàññàìè ñâÿçûâàþò äâà çåðêàëà, îòðà-

æàþùèå ëàçåðíûé ëó÷, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ âäîëü ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ýòè ìàññû.

Ïî ñäâèãó èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû, äàâàåìîé òàêîé ñëîæíîé îïòè÷åñêîé ñèñòåìîé,

ìîæíî «ïî÷óâñòâîâàòü» âçàèìíîå ñìåùåíèå ìàññ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà 10�17 ñì, ÷òî íà 7

ïîðÿäêîâ ìåíüøå ðàçìåðîâ àòîìà! ×óâñòâèòåëüíîñòü ãðàâèòàöèîííîé àíòåííû îãðàíè-

÷åíà òåïëîâûìè ôëóêòóàöèÿìè êîëåáàíèé òàêîãî ìàÿòíèêà, à çíà÷èò, òàêæå îïðåäåëÿåò-

ñÿ åãî äîáðîòíîñòüþ. Â îòëè÷èå îò êðóòèëüíûõ, äîáðîòíîñòü ìàÿòíèêîâ êà÷àíèÿ çàâèñèò

íå òîëüêî îò ïîòåðü â óïðóãîì ýëåìåíòå � íèòè ïîäâåñà, íî è îò åå íàòÿæåíèÿ. Çà ñ÷åò

ýòîãî ýôôåêòà ìîæíî çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èòü äîáðîòíîñòü ìàÿòíèêà êà÷àíèÿ. Òàê, äîá-

ðîòíîñòü ìàÿòíèêîâ êà÷àíèÿ, öåëèêîì èçãîòîâëåííûõ èç ïëàâëåíîãî êâàðöà, ìîæåò ïðå-

âûøàòü 108, ò.å. âðåìÿ çàòóõàíèÿ èõ êîëåáàíèé äîñòèãàåò íåñêîëüêèõ ëåò. Êîíå÷íî, ïðè

ñòîëü ìàëîé äèññèïàöèè ýíåðãèè ìàÿòíèêà íà åãî äîáðîòíîñòü âëèÿþò âåñüìà ñëàáûå

âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ, íàïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïîëÿ, èëè ÷àñòèöû ïûëè,

îñåâøèå íà íèòè ïîäâåñà, è ò. ä.

Ïðè òàêèõ âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ äîáðîòíîñòè è ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäàâëåíèè ñåé-

ñìè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ïðîÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûå ñâîéñòâà ìàÿòíèêà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâå-

äåíèå âïîëíå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî îáúåêòà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïðèíöèïîì íåîïðåäåëåí-

íîñòè Ãåéçåíáåðãà. Ïðàâäà, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ðåàëèçóþòñÿ ïîêà äëÿ ìàëûõ âðåìåí-

íûõ èíòåðâàëîâ (îêîëî 10�3 ñ), è äëÿ íàáëþäåíèÿ êâàíòîâûõ îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ

ìàÿòíèêîâ òðåáóþòñÿ î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíûå ðåãèñòðèðóþùèå óñòðîéñòâà, íî èìåííî

òàêèå ìàÿòíèêè, îáëàäàþùèå ïðåäåëüíî âûñîêîé äîáðîòíîñòüþ, ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëü-

çîâàòü â áóäóùèõ ãðàâèòàöèîííûõ àíòåííàõ.

Êàìåðòîí, ñëóæàùèé äëÿ íàñòðîéêè ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ, òàêæå ÿâëÿåò-

ñÿ âûñîêîäîáðîòíûì îñöèëëÿòîðîì. Çâóê, èçäàâàåìûé âèáðèðóþùèìè íîæêàìè êàìåð-

òîíà, çàòèõàåò çà äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîå âðåìÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì èõ êîëåáàíèé.

Åñëè, íàïðèìåð, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êàìåðòîíà ëåæèò â äèàïàçîíå 400300 ÷=ν  Ãö, à

ïðîäîëæèòåëüíîñòü çâó÷àíèÿ (âåñüìà ãðóáî) ñîñòàâëÿåò âðåìÿ ïîðÿäêà τ ∼ 10 ñ, òî êà-

ìåðòîí ñîâåðøèò 40003000~ ÷ντ  êîëåáàíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åãî äîáðîòíîñòü ïî ïî-

ðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà Q ∼ 104.

Êàê ýòî íè ïîêàæåòñÿ ïàðàäîêñàëüíûì, ýëåêòðè÷åñêèé êîëåáàòåëüíûé êîíòóð

ÿâëÿåòñÿ ìåíåå äîáðîòíîé ñèñòåìîé, õîòÿ ÷àñòîòà åãî ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé èìååò ïî-

ðÿäîê âåëè÷èíû )1010(~ 85 ÷ν  Ãö. Äîáðîòíîñòü êîíòóðà îãðàíè÷åíà, ãëàâíûì îáðàçîì,

îìè÷åñêèìè ïîòåðÿìè è èìååò ïîðÿäîê âåëè÷èíû Q ∼ 102. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷à-

åò, ÷òî ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ ,Q ν⋅=ν∆ −1  ââåäåííàÿ ðàíåå ïðè ðàññìîòðåíèè âûíóæäåí-

íûõ êîëåáàíèé, ðàâíà )1010(~ 63 ÷ν∆  Ãö.

Åñëè ÷àñòîòà ðàäèîïåðåäàþùåé ñòàíöèè cν  âûñîêà 6
c 10( >ν  Ãö), òî åå

ïðåîáðàçîâûâàþò â ðàäèîïðèåìíûõ óñòðîéñòâàõ äî íèçêîé (íàçûâàåìîé ïðîìåæóòî÷íîé)

÷àñòîòû 5
ï 10~ν  Ãö. Òîãäà êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ðàäèîïðèåìíèêà áóäåò èìåòü î÷åíü ìàëóþ

ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ 3
ï 105~~ ⋅ν⋅ν∆ Q  Ãö. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ÷àñòîòû äâóõ ñòàíöèé 1cν
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è 2cν  ñîîòâåòñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ áîëåå, ÷åì íà âåëè÷èíó ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ

),( 2c1c ν∆>ν−ν  òî, ïåðåñòðàèâàÿ ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà ïðèåìíèêà,

ìîæíî ïî îòäåëüíîñòè íàñòðîèòüñÿ íà êàæäóþ èç ýòèõ ïåðåäàþùèõ ñòàíöèé.

Îïòè÷åñêèé ýëåêòðîí â àòîìå, îñóùåñòâëÿÿ ïåðåõîäû ñ îäíîé îðáèòû íà äðóãóþ,

â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòóëàòàìè Áîðà èçëó÷àåò êâàíò ñâåòà ñ ýíåðãèåé .EE 12 −=ωh  Ñ êëàñ-

ñè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî ýëåêòðîí ñîâåð-

øàåò êîëåáàíèÿ íà ýòîé ÷àñòîòå ω, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îïòè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì. Ïîñêîëüêó ýëåê-

òðîí òåðÿåò ýíåðãèþ íà èçëó÷åíèå, òî àìïëèòóäà åãî êîëåáàíèé äîëæíà çàòóõàòü â òå÷åíèå

íåêîòîðîãî õàðàêòåðíîãî âðåìåíè τ. Äëÿ óåäèíåííîãî àòîìà (íå âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ

ñîñåäíèìè àòîìàìè) ýòî âðåìÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàðÿäîì è ìàññîé ýëåêòðîíà è çàâèñèò îò

÷àñòîòû ω. Îäíàêî äëÿ âñåõ àòîìîâ îíî èìååò îäèí è òîò æå ïîðÿäîê âåëè÷èíû:

τ ∼ 10�8÷10�9 c. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â âèäèìîì îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ïåðèîä êîëåáàíèé

T = 2π/ω ∼ 10�15 c, ëåãêî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî êîëåáàíèé äî èõ çàòóõàíèÿ. Îíî èìååò ïîðÿäîê

âåëè÷èíû .
T

76 1010~ ÷τ
 Ïîýòîìó äîáðîòíîñòü îïòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (Q ∼ 107), áóäó-

÷è âûñîêîé, âñå æå óñòóïàåò äîáðîòíîñòè ïðåöèçèîííûõ êâàðöåâûõ ìàÿòíèêîâ.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Â ïîâñåäíåâíîé æèçíè ìû

ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåçàòóõàþùèìè êîëåáàíèÿìè, äëÿ ïîääåðæàíèÿ

êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿòü êàêîé-ëèáî ïàðàìåòð

êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Îäíèì èç ÿðêèõ ïðèìåðîâ ÿâëÿþòñÿ êîëåáàíèÿ

êà÷åëåé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìîæíî ïîääåðæèâàòü êîëåáàíèÿ

äëèòåëüíîå âðåìÿ, åñëè áûñòðî ïðèñåäàòü â ìîìåíò íàèáîëüøåãî

îòêëîíåíèÿ êà÷åëåé è òàêæå áûñòðî âñòàâàòü ïðè ïðîõîæäåíèè

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïàðàìåòð ôèçè÷åñêîãî

ìàÿòíèêà (êà÷åëåé) � ðàññòîÿíèå a ìåæäó îñüþ âðàùåíèÿ è öåíòðîì

ìàññ � ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî íà âåëè÷èíó ).( aaa <<∆∆± Âåëè÷èíà

∆a äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû îáåñïå÷èòü áàëàíñ ýíåðãèè ñèñòåìû:

ïîòåðè ýíåðãèè ìàÿòíèêà çà ïåðèîä äîëæíû êîìïåíñèðîâàòüñÿ çà ñ÷åò

ñîâåðøåíèÿ ðàáîòû, îñóùåñòâëÿåìîé ïðè ïðèñåäàíèè è âñòàâàíèè.

Íàïèøåì óñëîâèå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ

êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ äëèíîé íèòè a, êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó

±∆a (ðèñ. 2.8.). Ýòî ìîæíî îñóùåñòâèòü, åñëè ïðîïóñòèòü íèòü ìàÿòíèêà ÷åðåç

îòâåðñòèå â òî÷êå P (òî÷êå ïîäâåñà) è çàòåì, ïðèêëàäûâàÿ âíåøíþþ ñèëó F ê êîíöó

íèòè, ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿòü åå äëèíó.

Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ñ íå ñëèø-

êîì áîëüøèìè àìïëèòóäàìè è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàòóõàíèå ìàëî (δ << ω0). Ïîñêîëüêó

∆a << a, òî ïðèáëèæåííî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë α îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó

,sin)( 0 tt ωα=α (2.53)

a

O

F

P

a

Ðèñ. 2.8.
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ãäå ñîãëàñíî (1.42) 








 α
−ω≈ω

16
1

2
0

0 , à .ag=ω0

Â ìîìåíò íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ íà óãîë α0 ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè ðàâíà

N1 = mg cos α0. Ïîýòîìó, óäëèíÿÿ íèòü íà âåëè÷èíó ∆a, âíåøíÿÿ ñèëà F1 = N1 ñîâåð-

øàåò îòðèöàòåëüíóþ ðàáîòó A� = � mg cos α0 ⋅ ∆a . Ðàñêëàäûâàÿ cos α0 â ðÿä

cosα
α α

0
0
2

0
4

1
2 24

≈ − + +K , ïîëó÷èì

.
242

1
4
0

2
0 amgA ∆









 α
+

α
−−≈−

(2.54)

Ïðè ïðîõîæäåíèè ìàÿòíèêîì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (α = 0) F2 = N2 =

= +mg
m

a

v0
2

, ãäå v0 = α0ωa. Ïîýòîìó ïîëîæèòåëüíàÿ ðàáîòà ïðè óêîðà÷èâàíèè íèòè ñ

òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 4
0α  ðàâíà:

,
8

1)(
4
02

0
22

0 amgaammgA ∆








 α
−α+≈∆ωα+=+ (2.55)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî .ga =ω2
0

Ïîëíàÿ ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ çà ïåðèîä âíåøíåé ñèëîé F, áóäåò ïîëîæè-

òåëüíîé è ðàâíîé

.
9

13
3

3)(2
2
02

0

4
02

0 








 α
−∆α=∆

α
−∆α=+= −+ amga

mg
amgAAA (2.56)

Ïîòåðè ýíåðãèè çà ïåðèîä ÷èñëåííî ðàâíû ðàáîòå ñèëû òðåíèÿ:

A F t t
T T

òð òð d d= = −∫ ∫v v
0

2

0

Γ , (2.57)

ãäå Fòð = � Γv.
Ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ (2.53) ñêîðîñòü

v (t) = a &α(t) = aα0ω cos ωt. (2.58)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.58) â (2.57) è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷àåì:

A a t t a
T

ga
TT

òð
2cos d= − = − ≈ − −









∫Γ Γ Γα2

0
2 2

0

2
0
2 2

0
2 0

2
0

2
1

16 2
α ω ω α ω

α
, (2.59)

ïîñêîëüêó ωT = ω0T0 = 2π.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå áàëàíñà ýíåðãèè ñîñòîèò â ðàâåíñòâå íóëþ ñóììû

ðàáîò: ,0òð =+ ÀÀ  èëè

.
16

1
29

13
2
002

0

2
02

0 








 α
−αΓ=









 α
−∆α

T
gaamg (2.60)

Ïðîâîäÿ ñîêðàùåíèÿ è èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå âûðàæåíèå äëÿ äîáðîòíîñòè

0T
Q

δ
π≈ , ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû α0 óñòàíîâèâøèõñÿ ïàðà-

ìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé:
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α π
0

12

7
1

3
≈ −

Q a a( / )∆
. (2.61)

Îòíîøåíèå ∆a/a íàçûâàþò ãëóáèíîé ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà a. Èç (2.61) âèäíî,

÷òî äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé ãëóáèíà ìîäóëÿöèè äîëæíà ïðåâçîéòè

íåêîòîðîå ìèíèìàëüíîå (ïîðîãîâîå) çíà÷åíèå, ïðèìåðíî ðàâíîå âåëè÷èíå, îáðàòíîé

äîáðîòíîñòè:

∆a

a

1

Q
. (2.62)

×åì áîëåå äîáðîòíà ñèñòåìà, òåì ìåíüøå ïîðîãîâàÿ ãëóáèíà ìîäóëÿöèè. Ñ ïî-

âûøåíèåì âåëè÷èíû ∆a/a àìïëèòóäà êîëåáàíèé α0, êàê ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (2.61),

áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Îäíàêî ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ (α0 > 1) ôîðìóëà (2.61) ñòàíîâèò-

ñÿ ìàëî ïðèåìëåìîé, ïîñêîëüêó ñäåëàííûå íàìè ïðèáëèæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåïðèìåíè-

ìûìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íå-

ëèíåéíûì ýôôåêòîì. Ýòî âèäíî, â ÷àñòíîñòè, èç óðàâíåíèÿ (2.60): åñëè ïðåíåáðå÷ü â

íåì ìàëûìè ñëàãàåìûìè 2
0~ α , êîòîðûå îïèñûâàþò íåëèíåéíîñòü, òî α0 èç óðàâíåíèÿ

âûïàäàåò, è ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå 
Qa

a

3

π=∆
. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè òàêîì

çíà÷åíèè ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ â ñèñòåìå îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè ëþ-

áûõ àìïëèòóäàõ α0, ÷òî íåâåðíî.

Çàìåòèì, ÷òî âîçáóæäåíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, ìî-

æåò ïðîèñõîäèòü íå òîëüêî íà óäâîåííîé ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû, êîãäà

ïàðàìåòð ìåíÿåòñÿ îäèí ðàç çà êàæäûå ïîëïåðèîäà, íî è ïðè áîëåå ðåäêîì âîçäåé-

ñòâèè: ÷åðåç îäèí, äâà, òðè è ò. ä. ïîëóïåðèîäîâ êîëåáàíèé, ò.å. íà ÷àñòîòàõ 2ω0/n, ãäå

n � ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Âîçáóæäåíèå òàêæå âîçìîæíî âíóòðè íåêîòîðîé îáëàñòè �

âáëèçè êàæäîé èç ýòèõ ÷àñòîò, íî ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ ãëóáèíû ìîäóëÿöèè äëÿ ðàçíûõ

÷àñòîò áóäóò ðàçëè÷íû.

Àâòîêîëåáàíèÿ. Íàáëþäàÿ êîëåáàíèÿ ëèñòüåâ äåðåâüåâ, äîðîæíûõ çíàêîâ íàä

ïðîåçæåé ÷àñòüþ óëèö, ïîëîòíèù íà âåòðó è äð., ìû ïîíèìàåì, ÷òî âî âñåõ ïåðå÷èñëåí-

íûõ ñëó÷àÿõ íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò çà ñ÷åò ýíåðãèè ïîñòîÿííî äóþùåãî

âåòðà. Ïðè ýòîì ñàìà êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ïðîèçâîäèò îòáîð ýíåðãèè âåòðà â íóæíûé

ìîìåíò âðåìåíè è â êîëè÷åñòâå, òðåáóåìîì äëÿ êîìïåíñàöèè íåèçáåæíî ïðèñóòñòâóþ-

ùèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü. Êîëåáàíèÿ â ýòèõ ñèñòåìàõ íà÷èíàþòñÿ ñàìîïðîèçâîëüíî

çà ñ÷åò íà÷àëüíûõ ôëóêòóàöèé (äðîæàíèé) êîëåáëþùèõñÿ ïðåäìåòîâ. ×àñòîòà è àìïëè-

òóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïàðàìåòðàìè ñàìîé ñèñòåìû, òàê è

ïàðàìåòðàìè åå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âåòðîì. Òàêèå êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè àâòîêî-

ëåáàíèé, à ñàìè ñèñòåìû � ïðèìåðàìè àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì.
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Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñëóæàò ìåõàíè÷åñêèå ÷àñû

ñ ìàÿòíèêîì è ãèðÿìè. Ýòè ÷àñû ïåðèîäè÷åñêè «÷åðïàþò» ýíåðãèþ ïðè îïóñêàíèè ãèðü,

ïîäâåøåííûõ ê öåïî÷êå, ïåðåêèíóòîé ÷åðåç øåñòåðíþ ÷àñîâîãî ìåõàíèçìà.

Ïðèíöèï ðàáîòû âñåõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ìîæíî ïîíÿòü, îáðàòèâøèñü ê

ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.9à.

Ïåðèîäè÷åñêèì ïîñòóïëåíèåì ýíåðãèè â êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó îò èñòî÷íèêà

ýíåðãèè ïî êàíàëó ÀÂ óïðàâëÿåò ñàìà êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ïîñðåäñòâîì îáðàòíîé ñâÿ-

çè. Ñõåìàòè÷åñêè ýòî èçîáðàæåíî â âèäå íåêîòîðîãî çàïèðàþùåãî êàíàë ÀÂ óñòðîéñòâà

(êëþ÷à), êîòîðûé óïðàâëÿåòñÿ ñàìîé ñèñòåìîé. Òàê, â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ è ñêî-

ðîñòè êîëåáëþùåãîñÿ ëèñòà íà âåòðó áóäåò ðàçëè÷íîé ìîùíîñòü ñèë àýðîäèíàìè÷åñêîãî

äàâëåíèÿ. Â êîíñòðóêöèè ÷àñîâîãî ìåõàíèçìà (ðèñ. 2.9á) ïðèñóòñòâóåò ñïåöèàëüíîå óñò-

ðîéñòâî � àíêåð, âûïîëíÿþùèé ðîëü êëþ÷à. Ýòîò àíêåð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êîðî-

ìûñëî, ïðèâîäèòñÿ â êîëåáàíèå ñàìèì ìàÿòíèêîì ÷àñîâ. Ïðè îïðåäåëåííûõ ïîëîæåíè-

ÿõ îí «îòïèðàåò» îäíó èç øåñòåðåí ÷àñîâîãî ìåõàíèçìà. Â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè øåñòåð-

íÿ ïðîâîðà÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò ìîìåíòà ñèë, ïðèëîæåííîãî ñî ñòîðîíû íàòÿíóòîé öåïè ñ

ãðóçîì. Ãðóç ïðè ýòîì îïóñêàåòñÿ íà íåáîëüøóþ âåëè÷èíó. Êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ïîñòó-

ïàþùåé â ÷àñîâîé ìåõàíèçì, ðàâíî ïî âåëè÷èíå óìåíüøåíèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

ãðóçà â ïîëå ñèëû òÿæåñòè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíà. Íà ñõåìå ýòî

îòðàæåíî íàëè÷èåì â ñèñòåìå îáðàòíîé ñâÿçè íåëèíåéíîãî îãðàíè÷èòåëÿ ñèãíàëà, óï-

ðàâëÿþùåãî êëþ÷îì. Íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè íà÷àëüíîì íà-

ðàñòàíèè àìïëèòóäû êîëåáàíèé, ïîðîæäåííûõ ôëóêòóàöèÿìè, ïîñòóïëåíèå ýíåðãèè â

ñèñòåìó çà êàæäûé ïîñëåäóþùèé ïåðèîä êîëåáàíèé óâåëè÷èâàåòñÿ íåëèíåéíî, ò.å. ïðè-

ðîñò ïîñòóïàþùåé ýíåðãèè ñòàíîâèòñÿ âñå ìåíüøå è ìåíüøå. Åñòåñòâåííî, ÷òî àìïëè-

òóäà êîëåáàíèé äîñòèãíåò òàêîé óñòàíîâèâøåéñÿ âåëè÷èíû, ïðè êîòîðîé ïðèòîê ýíåðãèè

è åå ïîòåðè áóäóò ðàâíû ïî âåëè÷èíå.

Ìàÿòíèê íà âðàùàþùåìñÿ âàëó (ìàÿòíèê Ôðóäà). Äëÿ áîëåå óãëóáëåííîãî

èçó÷åíèÿ ïðèíöèïà äåéñòâèÿ àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ïðîàíàëèçèðóåì êîëåáàíèÿ ìà-

ÿòíèêà, ïîäâåñ êîòîðîãî ñêðåïëåí ñ ìóôòîé 1, îäåòîé íà ãîðèçîíòàëüíûé âàë 2 (ðèñ. 2.10).

èñòî÷íèê
ýíåðãèè

êëþ÷
êîëåáàòåëüíàÿ

ñèñòåìà

íåëèíåéíûé
îãðàíè÷èòåëü

A B

Ðèñ. 2.9à. Ðèñ. 2.9á.
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Ïóñòü âàë âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Åñëè óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò âåðòèêàëè

β(t) ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, òî ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ â ïîäâåñå,

íåëèíåéíî çàâèñÿùàÿ îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ìóôòû è âàëà

Ω � &β , òàêæå áóäåò ìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè ( &β � óãëîâàÿ ñêîðîñòü

ìóôòû). Ìîìåíò ýòîé ñèëû Ìòð áóäåò îêàçûâàòü ïåðèîäè÷åñêîå âîç-

äåéñòâèå íà ìàÿòíèê, ïîääåðæèâàÿ åãî êîëåáàíèÿ. Íà ðèñ. 2.11 èçîá-

ðàæåíà íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü Ìòð îò îòíîñèòåëüíîé óãëîâîé

ñêîðîñòè ìóôòû è âàëà. Íà èçîáðàæåííîé êðèâîé èìååòñÿ òî÷êà

ïåðåãèáà P. Ïîäáåðåì ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âàëà Ω òàêîé, ÷òîáû â

îòñóòñòâèå êîëåáàíèé ( &β = 0) ïîïàñòü â ýòó òî÷êó. Â ýòîì ñëó÷àå ê ìóôòå ìàÿòíèêà áóäåò

ïðèëîæåí ïîñòîÿííûé ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ: Mòð = M0. Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà áîëåå

óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ çàâèñèìîñòüþ Mòð( &β ), èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.12. Ñëåäóåò ïîä-

÷åðêíóòü, ÷òî íà÷àëüíîå (ëèíåéíîå) íàðàñòàíèå Ìòð ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ &β  îáåñïå÷èâàåò

óñëîâèå äëÿ ñàìîïðîèçâîëüíîãî íàðàñòàíèÿ êîëåáàíèé èç ôëóêòóàöèè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî

íàëè÷èþ ïîëîæèòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè, à ïîñëåäóþùåå çàìåäëåíèå ðîñòà Ìòð ïðè óâå-

ëè÷åíèè &β  ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íåëèíåéíîãî îãðàíè÷åíèÿ íàðàñòàíèÿ êîëåáàíèé: àìïëèòó-

äà ñìåùåíèÿ ìàÿòíèêà (à çíà÷èò è àìïëèòóäà åãî ñêîðîñòè maxβ& ) äîñòèãíåò ìàêñèìàëüíîé

(óñòàíîâèâøåéñÿ) âåëè÷èíû, ÷òî ýêâèâàëåíòíî íàëè÷èþ íåëèíåéíîãî îãðàíè÷èòåëÿ.

Îòêëîíèì îñòîðîæíî ìàÿòíèê îò âåðòèêàëè íà óãîë β0 òàêîé, ÷òîáû ìîìåíò ñèëû

òðåíèÿ, äåéñòâóþùèé íà íåïîäâèæíûé ìàÿòíèê, M0 = Mòð(0), áûë óðàâíîâåøåí ìîìåí-

òîì ñèëû òÿæåñòè M(β0) = mga sin β0:

),()0( 0òð β= ÌÌ  èëè .sin 00 β= mgaÌ (2.63)

Çäåñü m � ìàññà ìàÿòíèêà, a � ðàññòîÿíèå îò âàëà äî öåíòðà ìàññ ìàÿòíèêà.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ìàÿòíèê òàê è îñòàíåòñÿ âèñåòü ïîä

óãëîì β0 ê âåðòèêàëè. Íà ñàìîì äåëå ýòî ïîëîæåíèå áóäåò íåóñòîé÷èâûì. Ïðåäñòàâèì,

÷òî â ðåçóëüòàòå íè÷òîæíîãî òîë÷êà ìàÿòíèê ïðèîáðåòåò íåáîëüøóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü

b( )t

a

1
2 W

Ðèñ. 2.10.

W

M0

Mòð

P

W b � 0

Ðèñ. 2.11.

M0

Mòð

b0 bmaxbmax�

R

R �

+

Ðèñ. 2.12.
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&β > 0. Ïðè ýòîì âîçðàñòóò ìîìåíòû ñèë òÿæåñòè Ì è òðåíèÿ Ìòð , è óñëîâèå (2.63) ìîæåò

íàðóøèòüñÿ. Åñëè íà÷àëüíûé íàêëîí êðèâîé Ìòð( &β ) íà ðèñ. 2.12 äîñòàòî÷íî âåëèê (ñèëü-

íàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü), òî Ìòð( &β ) > M (β0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óãëîâàÿ ñêî-

ðîñòü &β  áóäåò íàðàñòàòü. Îäíàêî çàòåì ýòî íàðàñòàíèå ïðåêðàòèòñÿ, ò.ê. èç-çà íåëèíåé-

íîãî çàãèáà êðèâîé Ìòð( &β ) ðàâåíñòâî ìîìåíòîâ îïÿòü âîññòàíîâèòñÿ (ñðàáîòàåò ìåõà-

íèçì íåëèíåéíîãî îãðàíè÷åíèÿ):

)()( maxòð β=β ÌÌ & . (2.64)

Óñëîâèþ (2.64) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà R+ íà êðèâîé Ìòð( &β ). Ïîñëå ýòîãî óãëîâàÿ

ñêîðîñòü íà÷íåò óìåíüøàòüñÿ, ïîñêîëüêó ñ ðîñòîì óãëà β ìîìåíò M(β) ïðîäîëæàåò ðàñ-

òè, à Ìòð( &β ) � óáûâàòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàÿòíèê ñïóñòÿ êàêîå-òî âðåìÿ îñòàíîâèòñÿ, à

åãî óãîë îòêëîíåíèÿ äîñòèãíåò ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû βmax. Ïîñêîëüêó â ýòîò ìîìåíò

,)( 0òðmax ÌMM =>β  òî ìàÿòíèê íà÷íåò äâèãàòüñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ìîìåíò

ñèëû òÿæåñòè íà÷íåò óìåíüøàòüñÿ, à ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ áóäåò òàêæå óìåíüøàòüñÿ, íî

áûñòðåå, ÷åì ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè (îïÿòü ñðàáàòûâàåò ïîëîæèòåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü).

Ñíà÷àëà ýòî äâèæåíèå áóäåò óñêîðåííûì, ïîêà M > Mòð (äî òî÷êè R� íà ðèñ. 2.12), à

çàòåì ïðè M < Mòð � çàìåäëåííûì (äî òî÷êè P íà ðèñ. 2.12). Îñòàíîâèâøèñü ïðè íåêî-

òîðîì óãëå íàêëîíà βmin, ìàÿòíèê îïÿòü äâèæåòñÿ âëåâî, ò.ê. âñå åùå M < Mòð. Íàêîíåö,

îí äîñòèãàåò ñòàðòîâîé ïîçèöèè, îäíàêî ïðèîáðåòåííàÿ èì ñêîðîñòü áóäåò áîëüøå ñêî-

ðîñòè íà÷àëüíîãî òîë÷êà. Òàêèì îáðàçîì, â òå÷åíèå îäíîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé óâåëè÷è-

ëàñü ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà çà ñ÷åò åå çàèìñòâîâàíèÿ îò óñòðîéñòâà, âðàùàþùåãî âàë.

Â ïîñëåäóþùèå ïåðèîäû êîëåáàíèé òî÷êè R+ è R� íà êðèâîé )(òð β&Ì  áóäóò ñäâè-

ãàòüñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû, îäíàêî èç-çà íåëèíåéíîñòè êðèâîé ýòîò ñäâèã ïðåêðàòèòñÿ (ñðà-

áàòûâàåò ìåõàíèçì íåëèíåéíîãî îãðàíè÷åíèÿ), è êîëåáàíèÿ óñòàíîâÿòñÿ.

×òîáû êîëè÷åñòâåííî ïðîàíàëèçèðîâàòü àâòîêîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, çàïèøåì óðàâ-

íåíèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ñ ìîìåíòîì èíåðöèè J:

.sin)(òð β−β=β mgaMJ &&& (2.65)

Â ýòîì óðàâíåíèè ìû ïîêà ïðåíåáðåæåì ìîìåíòîì ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ, äåéñòâóþ-

ùåé íà äâèæóùèéñÿ ìàÿòíèê. Ìîìåíò ñèëû ñóõîãî òðåíèÿ â ïîäâåñå, íåëèíåéíî çàâèñÿùèé

îò óãëîâîé ñêîðîñòè &β  (ñì. ðèñ. 2.12), ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

,)( 3
210òð β−β+=β &&& kkÌÌ (2.66)

ãäå k1 è k2 � ðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿþùèå îáðàòíóþ ñâÿçü è íåëèíåéíîå

îãðàíè÷åíèå ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè êîëåáàíèå îïèñûâàòü óãëîì îòêëîíåíèÿ α  îò ïîëî-

æåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, çàäàâàåìîãî óãëîì 0β  ),( 0β−β=α  òî

).sincoscos(sinsin 00 αβ+αβ=β mgamga (2.67)

Äëÿ ìàëûõ óãëîâ cos α ≈ 1, sin α ≈ α. Åñëè ó÷åñòü äàëåå, ÷òî ,α=β &&  òî óðàâíåíèå

(2.65) ïðèìåò âèä:
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.cos 3
210 α−α=αβ+α &&&& kkmgaJ (2.68)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì è íå èìå-

åò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Â òåîðèè êîëåáàíèé ðàçâèòû ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ðåøèòü

åãî ïðèáëèæåííî, èññëåäîâàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ñàìîâîçáóæäåíèå êîëå-

áàíèé, è íàéòè àìïëèòóäó α0 è ÷àñòîòó ω óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé:

.sin)( 0 tt ωα=α (2.69)

Ìû æå ïîñòóïèì áîëåå ïðîñòî è îïðåäåëèì α0 èç óñëîâèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî áà-

ëàíñà. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü (2.68) ìàëà, òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé ïðèáëèæåííî ðàâíà:

.cos 0 Jmga β=ω

Ïîäñ÷èòàåì ðàáîòó çà ïåðèîä êîëåáàíèé ,2 ωπ=T  ñîâåðøàåìóþ óñòðîéñòâîì

(íàïðèìåð, ýëåêòðîäâèãàòåëåì), âðàùàþùèì âàë. Îíà, î÷åâèäíî, ðàâíà:

A M t M T
T

= =∫ òð d( & )β Ω Ω
0

0 . (2.70)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî èíòåãðàëû ïî âðåìåíè îò &β  è 3β& ðàâíû íóëþ, ïîñêîëüêó

.cos0 tωωα=α=β && (2.71)

Ïîòåðè ýíåðãèè â ñêîëüçÿùåì ïîäâåñå çà ýòî âðåìÿ ñîñòàâÿò âåëè÷èíó

q M t M
k k

T
T

= − = − +








∫ òð d( & )( & )β β

α ω α ω
Ω Ω

0
0

1 0
2 2

2 0
4 4

2

3

8
. (2.72)

Íà ðèñ. 2.13 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè A

è q îò àìïëèòóäû α0. Âèäíî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíûõ

ôëóêòóàöèÿõ, êîãäà α0 ìàëî, A > q. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî êîëåáàíèÿ áóäóò íàðàñòàòü. Îäíàêî ñ ðîñ-

òîì àìïëèòóäû íà÷èíàþò ðàñòè ïîòåðè q. Êî-

ëåáàíèÿ óñòàíîâÿòñÿ ïðè A = q (òî÷êà R íà ãðà-

ôèêå). Àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé

îïðåäåëèòñÿ èç ðàâåíñòâà

.
8

3

2

44
óñò02

22
óñò01

00

ωα
+

ωα
−Ω=Ω

kk
TMTM (2.73)

Îòñþäà

.
3

2

2

1
óñò0 k

k

ω
=α (2.74)

Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü ìû ìîæåì ëåãêî ó÷åñòü ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ, äëÿ ÷åãî â

ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.68) ñëåäóåò äîáàâèòü ÷ëåí αΓ− & . Ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî k1

â (2.74) áóäåò óìåíüøåí íà âåëè÷èíó Γ. Ïîýòîìó (2.74) èçìåíèòñÿ:

.
3

2

2

1
óñò0 k

k Γ−
ω

=α (2.75)

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè 1k≥Γ  êîëåáàíèÿ íå ìîãóò

ñàìîïðîèçâîëüíî íà÷àòüñÿ.

a

M0WT
R

0óñò a0

A

q

0

Ðèñ. 2.13.
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Àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû íàõîäÿò øèðî÷àéøåå ïðèìåíåíèå â òåõíèêå. Òàê,

íàïðèìåð, äóõîâûå è ñìû÷êîâûå èíñòðóìåíòû, îðãàííûå òðóáû, ãåíåðàòîðû

ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â ïðèåìíî-ïåðåäàþùèõ ëèíèÿõ ñâÿçè, îïòè÷åñêèå

êâàíòîâûå ãåíåðàòîðû (ëàçåðû) è äð. ïðåäñòàâëÿþò ïðèìåðû àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì.

Îäíàêî, àâòîêîëåáàíèÿ ìîãóò èãðàòü è íåãàòèâíóþ ðîëü, íà÷èíàÿ îò áåçîáèäíûõ

êîëåáàíèé äåòàëåé êðàíîâ âîäîïðîâîäíûõ ñèñòåì, «ðåâóùèõ» ïðè äîñòàòî÷íîì íàïîðå

âîäû, äî îïàñíûõ êîëåáàíèé êðûëüåâ ñàìîëåòîâ, ïîëó÷èâøèõ íàçâàíèå «ôëàòòåð». Â

íîÿáðå 1940 ã. ïîäâåñíîé ìîñò ÷åðåç ðåêó Òàêîìà â ÑØÀ ðàçðóøèëñÿ èç-çà êðóòèëüíûõ

àâòîêîëåáàíèé, âîçíèêøèõ ïîä äåéñòâèåì äóâøåãî âäîëü ðåêè âåòðà.
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ËÅÊÖÈß 3
Ñâîáîäíûå íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ â ñèñòåìàõ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ (ìîäû). Ïàðöèàëüíûå è íîðìàëüíûå ÷àñòîòû. Áèåíèÿ. Ïîíÿòèå

ñïåêòðà êîëåáàíèé. Ìåòîäèêà àíàëèçà êîëåáàíèé äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Çàòó-

õàíèå êîëåáàíèé è äèññèïàöèÿ ýíåðãèè. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ðåçîíàíñ. Êîëåáàíèÿ

ñèñòåì ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå.

Íàáëþäàÿ êîëåáàíèÿ ìàññû m, ïîäâåøåííîé íà ëåãêîé ïðóæèíå æåñòêîñòè k1, íåëüçÿ

íå îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî, íàðÿäó ñ âåðòèêàëüíûìè êîëåáàíèÿìè ãðóçà, âîçíèêàþò è

òàê íàçûâàåìûå ìàÿòíèêîâûå êîëåáàíèÿ (èç ñòîðîíû â ñòîðîíó) � ñì. ðèñ. 3.1.

Íàèáîëåå ñèëüíûìè ýòè ìàÿòíèêîâûå êîëåáàíèÿ áóäóò òîã-

äà, êîãäà ÷àñòîòà âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé mk /1  áóäåò ðàâíà óäâî-

åííîé ÷àñòîòå ìàÿòíèêîâûõ êîëåáàíèé ag /  (à � äëèíà ðàñòÿíó-

òîé ïðóæèíû ïðè íåïîäâèæíîì ãðóçå). Òàêîé ðåçóëüòàò ëåãêî ïîíÿòü,

åñëè ðàññìàòðèâàòü ìàÿòíèêîâûå êîëåáàíèÿ êàê ðåçîíàíñíûå ïàðà-

ìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ïðè ýòîì ïàðàìåòð ìàÿòíèêà � äëèíà ïðó-

æèíû à � ìåíÿåòñÿ ïðè âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèÿõ íà âåëè÷èíó ±∆a

(ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ). Â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè ìàÿòíèêî-

âûå êîëåáàíèÿ ìîãóò óñèëèâàòüñÿ çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ýíåðãèè âåðòè-

êàëüíûõ êîëåáàíèé. Çàòåì ïðîöåññ ïîéäåò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè:

ìàÿòíèêîâûå êîëåáàíèÿ íà÷íóò îñëàáåâàòü, «âîçâðàùàÿ» ýíåðãèþ óñè-

ëèâàþùèìñÿ âåðòèêàëüíûì êîëåáàíèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðòèêàëüíûå êîëåáàíèÿ íå áóäóò

ãàðìîíè÷åñêèìè, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ìàÿòíèêîâûõ êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîç-

áóæäåíèþ âòîðîé ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìîãóò âîçíèêàòü è êðó-

òèëüíûå êîëåáàíèÿ ãðóçà âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè ïðóæèíû. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëåå

ñèëüíûìè ýòè êîëåáàíèÿ áóäóò â òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ ÷àñòîòà Jk /2  (k2 � êîýôôèöèåíò

æåñòêîñòè ïðóæèíû ïðè åå ñêðó÷èâàíèè, ðàññìîòðåííûé â ëåêöèè ïî äåôîðìàöèè òâåðäîãî

òåëà, J � ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè) áóäåò ïðèìåðíî â äâà ðàçà

ìåíüøå ÷àñòîòû âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé. Â îáùåì ñëó÷àå â ýòîé ñèñòåìå ìîãóò ïðîèñõî-

äèòü ÷åòûðå òèïà êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòûðåì ñòåïåíÿì ñâîáîäû: îäíî âåðòèêàëü-

íîå, äâà ìàÿòíèêîâûõ â äâóõ âçàèìíî-ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ è îäíî êðóòèëüíîå.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåä íàìè âîçíèêàåò çàäà÷à èçó÷åíèÿ îñíîâíûõ çàêîíîìåð-

íîñòåé êîëåáàíèé â ñèñòåìàõ ñ äâóìÿ, òðåìÿ è áîëåå ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, çàòåì ìîæíî

ðàññìîòðåòü è êîëåáàíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû, êàê ñèñòåìû ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèì ÷èñëîì

ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ñâîáîäíûå íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ â ñèñòåìàõ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Íà ðèñ. 3.2 èçîáðàæåíû òðè ðàçëè÷íûå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ïåðâàÿ èç íèõ (à) � ýòî äâà ðàçëè÷íûõ ïðóæèííûõ ìàÿòíèêà, ñâÿçàííûå ïðóæèíîé ñ æåñòêî-

a

m

a

k 1

±Da

Ðèñ. 3.1.
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ñòüþ k´. Âòîðàÿ (á) � äâà ãðóçà ñ ìàññàìè m1 è m2, çàêðåïëåííûå íà íàòÿíóòîì íåêîòîðîé

ñèëîé F íåâåñîìîì ðåçèíîâîì øíóðå. Òðåòüÿ (â) � äâà ñâÿçàííûõ ïðóæèíîé k´ ðàçëè÷íûõ

ìàÿòíèêà, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ãðóçà, ïîäâåøåííîãî íà íåâåñîìîì ñòåðæíå.

Êîëåáàíèÿ ãðóçîâ â êàæäîé èç òðåõ ñèñòåì îïèñûâàþòñÿ äâóìÿ âðåìåííûìè

çàâèñèìîñòÿìè èõ ñìåùåíèé s1(t) è s2(t). Ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ s íà

ðèñóíêå óêàçàíî ñòðåëêàìè.

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì ñïîñîáå âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèÿ íå áóäóò

ãàðìîíè÷åñêèìè: àìïëèòóäà êîëåáàíèé êàæäîé èç ìàññ áóäåò ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿòüñÿ âî

âðåìåíè. Îäíàêî ìîæíî ñîçäàòü òàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êàæäûé ãðóç

áóäåò ñîâåðøàòü ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ îäíîé è òîé æå ÷àñòîòîé ω:

).sin()(

);sin()(

022

011

ϕ+ω=
ϕ+ω=

tsts

tsts
(3.1)

×àñòîòà ýòèõ êîëåáàíèé ω îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ñèñòåìû. Îòíîøåíèå

ς = s02/s01 (3.2)

òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû. Ýòà áåçðàçìåðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ς
íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä ïðè ãàðìîíè÷åñêîì êîëåáàíèè.

Îòìåòèì, ÷òî s01 è s02 ìîãóò èìåòü ëþáîé çíàê. Åñëè ς > 0, òî ñìåùåíèÿ îáåèõ ìàññ âñåãäà

ïðîèñõîäÿò â îäíó ñòîðîíó (ñèíôàçíûå êîëåáàíèÿ), à ïðè ς < 0 � â ïðîòèâîïîëîæíûå

ñòîðîíû (ïðîòèâîôàçíûå êîëåáàíèÿ). Ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (3.1) íàçûâàþòñÿ íîðìàëü-

íûìè êîëåáàíèÿìè, èëè ìîäàìè, à ÷àñòîòà ω íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ÷àñòîòîé. Òàêèì îá-

ðàçîì, ìîäà õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: ÷àñòîòîé ω è êîýôôèöèåíòîì ς, îïðåäå-

ëÿþùèì «êîíôèãóðàöèþ» ìîäû.

Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñèñòåìå ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ìîãóò ñóùå-

ñòâîâàòü ñèíôàçíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé Iω  è ïðîòèâîôàçíûå ãàðìîíè-

÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé III ω>ω .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå ìîãóò áûòü âîçáóæäåíû äâå ìîäû:

I ìîäà

.0/

);sin()(

);sin()(

I
01

I
02I

II
I
02

I
2

II
I
01

I
1

>=ς

ϕ+ω=

ϕ+ω=

ss

tsts

tsts

(3.3)

Ðèñ. 3.2.

s0
1

s0
2

k 1 k 2k ¢m 1 m 2

a a a
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1
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2
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m

2

m
1

m 2

a
l1 l2

s0

1s0

2

k ¢
à)

á) â)
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II ìîäà

.0/

);sin()(

);sin()(

II
01

I
02II

IIII
II
02

II
2

IIII
II
01

II
1

<=ς

ϕ+ω=

ϕ+ω=

ss

tsts

tsts

I

(3.4)

Íåòðóäíî òåïåðü ïîíÿòü, ÷òî ëþáîå êîëåáàíèå ñâÿçàííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ

äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (à èìåííî òàêèå ñèñòåìû ìû áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü) ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé (3.3) è (3.4):

).sin()sin()()()(

);sin()sin()()()(

IIII
II
02II

I
02

II
2

I
22

IIII
II
01II

I
01

II
1

I
11

ϕ+ω+ϕ+ω=+=

ϕ+ω+ϕ+ω=+=

tststststs

tststststs
(3.5)

Íå ïðèáåãàÿ ïîêà ê äåòàëüíîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ, ïðîàíàëèçè-

ðóåì ïîâåäåíèå ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïîëüçóÿñü îñíîâíûìè èäåÿìè,

ðàçâèòûìè â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ. Ïðåäñòàâèì

ëþáóþ èç ñèñòåì, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 3.2, êàê

ñëîæíóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ïàðöèàëü-

íûõ ñèñòåì. Ýòè ïàðöèàëüíûå ñèñòåìû, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ñëó÷àþ (à) ðèñ. 3.2, ïîêàçàíû íà

ðèñ. 3.3: êàæäàÿ èç ýòèõ ïàðöèàëüíûõ ñèñòåì

èìååò ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé, êîòîðàÿ

íàçûâàåòñÿ ïàðöèàëüíîé ÷àñòîòîé.

Âåëè÷èíû ýòèõ ïàðöèàëüíûõ ÷àñòîò, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû:

1

1
1 m

kk ′+=ω ; 
2

2
2 

m

kk ′+=ω . (3.6)

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ÷àñòîòà 1ω  � ýòî ÷àñòîòà êîëåáàíèé ìàññû 1m

â ñèñòåìå äâóõ ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ, êîãäà ìàññà 2m  íåïîäâèæíà (çàáëîêèðîâàíà

âòîðàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû). Àíàëîãè÷íî, ñ ÷àñòîòîé 2ω  áóäåò êîëåáàòüñÿ ìàññà 2m ,

êîãäà íåïîäâèæíà ìàññà 1m .

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ íîðìàëüíûõ ÷àñòîò Iω  è IIω . Âñïîìíèì, ÷òî

êâàäðàò ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêèõ

êîëåáàíèé ðàâåí îòíîøåíèþ âîç-

âðàùàþùåé ñèëû ê ñìåùåíèþ ãðó-

çà s è âåëè÷èíå åãî ìàññû m. Ïîä-

áåðåì íà÷àëüíûå ñìåùåíèÿ ìàññ

1m  è 2m  òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ

îáåèõ ìàññ ýòè îòíîøåíèÿ (à, ñëå-

äîâàòåëüíî, è ÷àñòîòû) áûëè áû

îäèíàêîâû. Òàêîé ïîäáîð ëåãêî

óãàäûâàåòñÿ äëÿ ñèììåòðè÷íîé

ñèñòåìû (m1 = m2 = m, k1 = k2 = k),

(ðèñ. 3.4), ó êîòîðîé ïàðöèàëüíûå

÷àñòîòû ñîâïàäàþò:

k
1

k ¢m
1

k 2k ¢ m2

Ðèñ. 3.3.

k k ¢m m

s0 21
s0 01

s I
02
s I

s0 21
s001

s II
02
s II

k

à)

á)

â)

Ðèñ. 3.4.
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.21 m

kk ′+=ω=ω (3.7)

Åñëè îáà ãðóçà ñìåñòèòü âïðàâî íà îäèíàêîâûå ðàññòîÿíèÿ I
02

I
01 ss = , òî ñðåäíÿÿ

ïðóæèíà k ′  (ïðóæèíà ñâÿçè) íå áóäåò äåôîðìèðîâàíà (ïîçèöèÿ á). Ïîñëå îòïóñêàíèÿ

ïðóæèíà áóäåò îñòàâàòüñÿ íåäåôîðìèðîâàííîé. Ïîýòîìó êàæäûé èç ãðóçîâ áóäåò ñîâåð-

øàòü ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ îäíîé è òîé æå ÷àñòîòîé

m

k=ωI , (3.8)

êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé íîðìàëüíîé ÷àñòîòîé. Êîíôèãóðàöèÿ ýòîãî ñèíôàçíîãî êîëå-

áàíèÿ (ìîäû) çàäàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä 1I +=ς .

Åñëè òåïåðü îáå ìàññû

ñìåñòèòü â ðàçíûå ñòîðîíû íà îäè-

íàêîâûå ðàññòîÿíèÿ II
01

II
02 ss −=

(ïîçèöèÿ â), òî ïðóæèíà k ′  óäëè-

íèòñÿ íà âåëè÷èíó II
022s . Ïîýòîìó

ê ïðàâîé ìàññå áóäåò ïðèëîæåíà

âîçâðàùàþùàÿ ñèëà, ðàâíàÿ

)2( II
02

II
02 skks ′+− , à íà ëåâóþ ìàñ-

ñó áóäåò äåéñòâîâàòü â ïðîòèâî-

ïîëîæíîì íàïðàâëåíèè ñèëà

)2( II
01

II
01 skks ′+− . Ïîñëå îòïóñêà-

íèÿ ãðóçû áóäóò ñîâåðøàòü ïðî-

òèâîôàçíûå ãàðìîíè÷åñêèå êî-

ëåáàíèÿ ñî âòîðîé íîðìàëüíîé

÷àñòîòîé

m

kk ′+=ω 2
II . (3.9)

Êîíôèãóðàöèÿ âòîðîé ìîäû õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ðàñïðåäåëå-

íèÿ ςII = �1.

Åñëè ãðóçû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 3.5à, ñìåñòèòü íà ïðîèçâîëüíûå ðàññòîÿíèÿ

(íàïðèìåð, â îäíó ñòîðîíó íà âåëè÷èíû 01s  è 02s , êàê ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 3.5á), òî

ýòî ýêâèâàëåíòíî ñóïåðïîçèöèè äâóõ òèïîâ íà÷àëüíûõ ñìåùåíèé: â îäíó ñòîðîíó íà îäè-

íàêîâûå âåëè÷èíû (ïîçèöèÿ â)

)(
2

1
0201

I
02

I
01 ssss +== ; (3.10)

è â ðàçíûå ñòîðîíû (ïîçèöèÿ ã) íà âåëè÷èíû

)(
2

1
0102

II
02

II
01 ssss −==− . (3.11)

Ïîñêîëüêó êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíà, òî ñèíôàçíûå êîëåáàíèÿ, âîçíèêàþ-

ùèå ïîñëå îòïóñêàíèÿ ãðóçîâ â ïîçèöèè (â), áóäóò ïðîèñõîäèòü íåçàâèñèìî îò ïðèñóòñòâèÿ

k k ¢m m

s0 21
s0

02
s

01
s II

01
s

I

02
s

01
s

02
s I

II

k

à)

á)

â)

ã)

Ðèñ. 3.5.
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ïðîòèâîôàçíûõ êîëåáàíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè îòïóñêàíèè ãðóçîâ â ïîçèöèè (ã). Ñìåùåíèÿ

îáîèõ ãðóçîâ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè áóäóò îïèñûâàòüñÿ ôîðìóëàìè (3.5), â êîòîðûõ àìïëèòó-

äû îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (3.10) è (3.11), à íà÷àëüíûå ôàçû 2/III π=ϕ=ϕ .

Ïðîàíàëèçèðóåì áîëåå ïîäðîáíî êîëåáàíèÿ â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3.5.

Ïóñòü ìû ñäâèíóëè ëåâóþ ìàññó âïðàâî íà ðàññòîÿíèå 01s , à ïðàâóþ ìàññó îñòàâèëè â

íåñìåùåííîì ïîëîæåíèè )0( 02 =s . Ïîñëå îòïóñêàíèÿ îáîèõ ãðóçîâ â ñèñòåìå âîçíèê-

íóò êîëåáàíèÿ. Èç (3.10) è (3.11) îïðåäåëÿåì àìïëèòóäû ìîä: 2/01
I
02

I
01 sss == ;

2/01
II
02

II
01 sss −==− . Ïîñêîëüêó ôàçû 2/III π=ϕ=ϕ  (ò.ê. íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ó ãðóçîâ

îòñóòñòâóþò), òî ñìåùåíèÿ

.cos
2

cos
2

)(

;cos
2

cos
2

)(

II
01

I
01

2

II
01

I
01

1

t
s

t
s

ts

t
s

t
s

ts

ω−ω=

ω+ω=
(3.12)

Ïðîèçâîäÿ ñóììèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â (3.12), ïîëó÷èì:

.
2

cos
2

sin)(

;
2

cos
2

cos)(

IIIIII
012

IIIIII
011

ttsts

ttsts

ω+ω⋅ω−ω=

ω+ω
⋅

ω−ω
=

(3.13)

Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè (3.13) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.6.

Ðèñ. 3.6.

s

0
t

T
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T

1

s

0
t

2
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Âèäíî, ÷òî êîëåáàíèÿ êàæäîé èç ìàññ èìåþò ôîðìó áèåíèé. Ïåðèîä ýòèõ áèå-

íèé ðàâåí 1)

áIII
á

22

Ω
π=

ω−ω
π=T , (3.14)

ãäå ÷àñòîòà áèåíèé

IIIá ω−ω=ω∆=Ω . (3.15)

Åñëè ââåñòè ñðåäíþþ ÷àñòîòó

2
III

0
ω+ω

=ω , (3.16)

òî ñ ýòîé ÷àñòîòîé ñâÿçàí ïåðèîä êîëåáàíèé 
0

2
ω

π=Ò .

Åñëè ÷àñòîòà áèåíèé 0á ω<<Ω , êàê ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 3.6, òî TÒ >>á . Â

ýòîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ îáîèõ ãðóçîâ áóäóò ïî÷òè ãàðìîíè÷åñêèìè (êâàçèãàðìîíè÷åñêè-

ìè). Åñëè ïåðåïèñàòü (3.13) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäíåé ÷àñòîòû 0ω  è ÷àñòîòû áèåíèé

áΩ  â âèäå:

;cos)(cos
2

sin)(

;cos)(cos
2

cos)(

020
á

012

010
á

011

ttAttsts

ttAttsts

ω=ω
Ω

=

ω=ω
Ω

=

(3.17)

òî ïðè 0á ω<<Ω  êîëåáàíèÿ (3.17) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé 0ω  è

ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäîé A(t).

Â òåîðèè êîëåáàíèé è â äðóãèõ ðàç-

äåëàõ ôèçèêè äëÿ àíàëèçà êîëåáàòåëüíîãî

ïðîöåññà èñïîëüçóþò ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå, èëè ñïåêòð êîëåáàíèé. Ýòîò ñïåêòð

èçîáðàæàþò ãðàôè÷åñêè: ïî îñè àáñöèññ óêà-

çûâàþò ÷àñòîòû êîëåáàíèé, à ïî îñè îðäèíàò

îòêëàäûâàþò êâàäðàòû èõ àìïëèòóä. Òàê, â

÷àñòíîñòè, äëÿ êîëåáàíèé, èçîáðàæåííûõ íà

ðèñ. 3.6 ( 1s  èëè 2s ) è îïèñûâàåìûõ ôîðìó-

ëàìè (3.17), ëåãêî íàðèñîâàòü ñïåêòð, ïî-

ñêîëüêó óæå èçâåñòíî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæå-

íèå ýòîãî êîëåáàíèÿ (ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé), çàäàâàå-

ìîå ôîðìóëàìè (3.12).

Òàêîé ñïåêòð èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.7.

1) Êîëåáàíèÿ (3.12), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, ò.å. íåëüçÿ óêàçàòü òàêîå âðåìÿ

T*, ñïóñòÿ êîòîðîå îíè òî÷íî ïîâòîðÿþòñÿ (îòíîøåíèå ÷àñòîò ω ωI II/
 � ÷àùå âñåãî èððàöèîíàëü-

íîå ÷èñëî, à ñëó÷àè èõ ðàöèîíàëüíîãî îòíîøåíèÿ: 
m nω ωI II=  áóäóò èñ÷åçàþùå ðåäêè). Ïîýòîìó

ïåðèîäîì áèåíèé Tá ìû íàçûâàåì ïåðèîä (3.14) ïîâòîðåíèÿ îãèáàþùåé ñóììàðíîãî êîëåáàíèÿ,

ðàâíûé ïîëîâèíå ïåðèîäà êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé 
ω ωII I−

2 , à 
Ωá

á
II I= = −

2π
ω ω

T
.

Ðèñ. 3.7.
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Ýòîò ñïåêòð ñîäåðæèò äâå ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû. Åãî ìîæíî îõàðàêòåðèçî-

âàòü ñðåäíåé ÷àñòîòîé 0ω  è øèðèíîé ω∆ . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.14) ïðîèçâåäå-

íèå ω∆  íà ïåðèîä áÒ  ðàâíî ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå:

π=⋅ω∆ 2áÒ . (3.18)

Ôîðìóëà (3.18) èìååò ãëóáîêîå ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå. Òàê, åñëè ïðîèñõîäèò

íåêîòîðîå êâàçèãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå âèäà

)],(cos[)()( 0 tttAts ϕ+ω= (3.19)

äëÿ êîòîðîãî àìïëèòóäà À è ôàçà ϕ ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ íà ìàñøòàáå âðåìåíè τ
(ðèñ. 3.8à), òî ñïåêòð òàêîãî êîëåáàíèÿ ìîæåò ñîñòîÿòü èç áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòîò.

Ýòè ÷àñòîòû ãðóïïèðóþòñÿ âáëèçè öåíòðàëüíîé (îñíîâíîé) ÷àñòîòû T/20 π=ω
â ïðåäåëàõ õàðàêòåðíîãî èíòåðâàëà ÷àñòîò ∆ω, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîãî âðåìåííî-

ìó ìàñøòàáó τ. Íà ðèñ. 3.8á

èçîáðàæåí ýòîò ñïåêòð, ãäå ïî

îñè îðäèíàò îòëîæåí êâàäðàò

àìïëèòóäû 0s  êàæäîé èç ãàð-

ìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ,

ïðè÷åì ìåæäó τ è ∆ω ñóùå-

ñòâóåò ñâÿçü: πτ⋅ω∆ 2~ .

Êîëè÷åñòâåííàÿ ñâÿçü

ìåæäó êîëåáàòåëüíûì ïðîöåñ-

ñîì s(t) è åãî ñïåêòðîì ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ (ïî àíàëîãèè ñ ôîð-

ìóëàìè (3.12)) â âèäå ñóììû

êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî

÷èñëà ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâ-

ëÿþùèõ (â âèäå ðÿäà èëè èí-

òåãðàëà Ôóðüå). Òàêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå áóäåò øèðîêî èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ â êóðñå «Îïòèêà».

Ìåòîäèêà àíàëèçà êîëåáàíèé ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Âûøå ìû ðàñ-

ñìîòðåëè êîëåáàíèÿ äâóõ îäèíàêîâûõ ñâÿçàííûõ ïðóæèííûõ ìàÿòíèêîâ, íå ïðèáåãàÿ

ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé èõ äâèæåíèÿ. Îäíàêî, åñëè æåñòêîñòè ïðóæèí è ìàññû òåë

èìåþò ïðîèçâîëüíûå âåëè÷èíû, òî çà÷àñòóþ áûâàåò òðóäíî äîãàäàòüñÿ î êîíôèãóðà-

öèè ìîä è èõ ÷àñòîòàõ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì âîîðóæèòüñÿ óíèâåðñàëü-

íûì ìåòîäîì, ïîçâîëÿþùèì ïî åäèíîé ñõåìå ïðîâåñòè ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç

ëþáîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ÿâëÿþùåéñÿ ñèñòåìîé

ëþáûõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ðèñ. 3.8.

w

Dw ~ p t  2 /

0

s ( ) w0

2

s

0
t

1 t

T

à)

á)
w0
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Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äâóõ ñâÿçàííûõ ïðóæèííûõ ìàÿòíèêîâ â âèäå:

.

;

122222

211111

sksksksm

sksksksm

′+′−−=
′+′−−=

&&

&&
(3.20)

Ðàçäåëèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà 1m , à âòîðîå � íà 2m  è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ

(3.6) äëÿ ïàðöèàëüíûõ ÷àñòîò, ïåðåïèøåì (3.20) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

,

,

2
2
2122

211
2
11

sss

sss

ω−α−=

α−ω−=

&&

&&

(3.21)

ãäå 2211 / ,/ mkmk ′−=α′−=α  � êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò æåñòêîñòè k ′  ïðóæèíû ñâÿ-

çè. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.21) íå ìîãóò ðåøàòüñÿ ïî îòäåëüíîñòè, ò.ê. êàæäîå

èç íèõ ñîäåðæèò 1s  è 2s . Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè îò ñìåùåíèé 1s  è 2s  ê íîâûì

ôóíêöèÿì 1ξ  è 2ξ , íàçûâàåìûì íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ñìûñë ïåðåõîäà ñîñòîèò â

ïîëó÷åíèè äâóõ íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ðåøàòü ïî îòäåëüíîñòè.

Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå ýòè êîîðäèíàòû íàéòè íå ïðîñòî. Ïîýòîìó äëÿ èëëþñ-

òðàöèè òàêîãî ïåðåõîäà ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ îäèíàêîâûìè ìàññàìè )( 21 mmm ==  è

ïðóæèíàìè )( 21 kkk == .  Ïîñêîëüêó ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû ñîâïàäàþò  (ω1 = ω2 = ω =

=
k k

m

+ ′
), à òàêæå 

m

k ′
−=α=α=α 21 , òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.21) ñòàíîâèòñÿ áîëåå

ïðîñòîé. Ñëîæèâ îáà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì:

1
2

1 )( ξα+ω−=ξ&& , (3.22à)

ãäå 211 ss +=ξ  � ïåðâàÿ íîðìàëüíàÿ êîîðäèíàòà. Âû÷èòàÿ âòîðîå óðàâíåíèå èç ïåðâî-

ãî, íàõîäèì:

2
2

2 )( ξα−ω−=ξ&& , (3.22á)

ãäå 212 ss −=ξ  � âòîðàÿ íîðìàëüíàÿ êîîðäèíàòà. Òåïåðü óðàâíåíèÿ (3.22) íåçàâèñèìû.

Ïåðâîå èç íèõ îïèñûâàåò êîëåáàíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû ñ ÷àñòîòîé

m

k ′
−ω=ω 22

I , (3.23)

ìåíüøåé ïàðöèàëüíîé ÷àñòîòû ω . Âòîðîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó äâóìÿ ìàññàìè ñ ÷àñòîòîé

m

k ′
+ω=ω 22

II , (3.24)

ïðåâûøàþùåé ïàðöèàëüíóþ ÷àñòîòó. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.22) î÷åâèäíû:

)sin()()()( II01211 ϕ+ωξ=+=ξ ttstst ; (3.25à)

)sin()()()( IIII02212 ϕ+ωξ=−=ξ ttstst . (3.25á)

Âîçâðàùàÿñü ê ôóíêöèÿì 1s  è 2s , ïîëó÷àåì:

)sin(
2

)sin(
2

)( IIII
02

II
01

1 ϕ+ω
ξ

+ϕ+ω
ξ

= ttts ; (3.26à)

)sin(
2

)sin(
2

)( IIII
02

II
01

2 ϕ+ω
ξ

−ϕ+ω
ξ

= ttts . (3.26á)
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×åòûðå âåëè÷èíû I0201  , , ϕξξ  è IIϕ  îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

)0(1 =ts , )0(2 =ts , )0(1 =ts& , )0(2 =ts& .

Ïðîèëëþñòðèðîâàâ ïåðåõîä ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì, âåðíåìñÿ ê ìåòîäèêå

àíàëèçà êîëåáàíèé â ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè (3.21).

Ïóñòü â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò íîðìàëüíîå êîëåáàíèå ñ íåèçâåñòíîé ïîêà ÷àñòî-

òîé ω  è êîýôôèöèåíòîì ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä 
01

02

s

s=ς :

),sin()( 011 ϕ+ω= tsts  )sin()( 022 ϕ+ω= tsts . (3.27)

Ïîäñòàâèì (3.27) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.21). Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó èç äâóõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

.0)(

;0)(

02
22

2012

02101
22

1

=ω−ω+α

=α+ω−ω

ss

ss
(3.28)

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (3.28) èìååò îòëè÷íûå îò íóëÿ ðåøå-

íèÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ:

.0))(( 21
22

2
22

122
22

1
22

1 =α⋅α−ω−ωω−ω=
ω−ωα

αω−ω
(3.29)

Ýòî � êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî 2ω , ïðè÷åì 0>ω . Ïîýòîìó, ðåøàÿ

óðàâíåíèå (3.29), ìîæíî íàéòè íîðìàëüíûå ÷àñòîòû Iω  è IIω . Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ÷àñòîò

íå ñîñòàâëÿåò òðóäà íàéòè êîíôèãóðàöèþ ìîä, ò.å. êîýôôèöèåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëè-

òóä Iς  è IIς . Èõ ìîæíî îïðåäåëèòü, íàïðèìåð, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (3.28), ïðè÷åì î÷å-

âèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîé íîðìàëüíîé ÷àñòîòû ( Iω  èëè IIω ) ýòè êîýôôèöèåíòû ðàçëè÷íû:

1

2
1

2
I

I01

02
I α

ω−ω=





=ς

s

s
,

1

2
1

2
II

II01

02
II α

ω−ω=





=ς

s

s
. (3.30)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (3.29) è ðàâåíñòâî (3.30) ïîçâîëÿþò ïîëíîñòüþ ðàñ-

ñ÷èòàòü ïàðàìåòðû êàæäîé èç äâóõ ìîä. Äâèæåíèå êàæäîé èç ìàññ, êàê óæå íåîäíîêðàò-

íî îòìå÷àëîñü, ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé äâóõ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé:

)sin()sin()( IIII01II011 III
ϕ+ω+ϕ+ω= tststs ,

)sin()sin()( IIII01IIII01I2 III
ϕ+ω⋅ς+ϕ+ω⋅ς= tststs ,

ãäå àìïëèòóäû 
I01s  è 

II01s  è íà÷àëüíûå ôàçû Iϕ  è IIϕ  îïðåäåëÿþòñÿ, êàê è ðàíüøå, èç

íà÷àëüíûõ óñëîâèé: )0(1s , )0(2s , )0(1s& , )0(2s& .

Ðàñ÷åò ìîä äëÿ ëþáîé ñèñòåìû äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ÷èòàòåëü ìîæåò

ïðîäåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïàðöèàëüíûìè è íîðìàëüíûìè ÷àñòîòàìè. Äëÿ óñòà-

íîâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó ïàðöèàëüíûìè è íîðìàëüíûìè ÷àñòîòàìè ïåðåïèøåì (3.29) â âèäå

0))(( 2
2

2
1

222
2

22
1 =ωωγ−ω−ωω−ω , (3.31)

ãäå

))(( 21

2

2
2

2
1

21

kkkk

k
′+′+

′
=

ωω
αα=γ . (3.32)



Êîëåáàíèÿ è âîëíû56

Áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ñâÿçè γ
ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷å-

íèÿ 10 <γ< . Åñëè èç (3.31) îïðåäåëèòü íîðìàëü-

íûå ÷àñòîòû Iω  è IIω , òî îíè áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû 1ω  è 2ω  è

êîýôôèöèåíò γ . Ýòè ÷åòûðå ÷àñòîòû áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ íà îñè ÷àñòîò â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3.9.

Ïðè ñëàáîé ñâÿçè )1( <<γ  íîðìàëüíûå ÷àñòîòû áëèçêè ê ïàðöèàëüíûì, à ïðè

ñèëüíîé ñâÿçè (γ 1)  ðàçëè÷èå â ÷àñòîòàõ ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì. Ýòî õîðîøî âèä-

íî, åñëè ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû ñîâïàäàþò (ω1 = ω2 = ω0). Òîãäà (3.31) ïðèìåò âèä:

0)( 4
0

2222
0 =ωγ−ω−ω .

Îòñþäà

( )γ−ω=ω 12
0

2
I , ( )γ+ω=ω 12

0
2
II . (3.33)

Çàòóõàíèå êîëåáàíèé. Åñëè ýíåðãèÿ íå ïîäâîäèòñÿ èçâíå, òî êîëåáàíèÿ ñâÿçàí-

íûõ îñöèëëÿòîðîâ áóäóò çàòóõàòü. Ïîñêîëüêó ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêî-

ðîñòè, òî óðàâíåíèÿ (3.21) ñ ó÷åòîì çàòóõàíèÿ ïðèìóò âèä:

.2

,2

222
2
2122

21111
2
11

ssss

ssss

&&&

&&&

δ−ω−α−=

α−δ−ω−=
(3.34)

Çäåñü 111 2/ mΓ=δ  è 222 2/ mΓ=δ  � êîýôôèöèåíòû çàòóõàíèÿ äëÿ ïåðâîãî è

âòîðîãî îñöèëëÿòîðîâ. Åñëè èñêàòü ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû â âèäå íîðìàëüíûõ çàòóõàþ-

ùèõ êîëåáàíèé:

s t s e tt
1 01( ) sin( )= +−δ ω ϕ , s t s e tt

2 02( ) sin( )= +−δ ω ϕ , (3.35)

òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3.35) â (3.34) ìîæíî íàéòè íîðìàëüíóþ ÷àñòîòó ω , êîýôôèöèåíò

çàòóõàíèÿ δ  è êîíôèãóðàöèþ ς  êàæäîé èç äâóõ ìîä. Îïóñêàÿ ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàä-

êè, îòìåòèì, ÷òî ïðè 11 δ>>ω  è 22 δ>>ω  (ñëàáîå çàòóõàíèå) íîðìàëüíûå ÷àñòîòû è

ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä â ìîäàõ áóäóò áëèçêè ê òåì, ÷òî è â îòñóòñòâèå çàòóõàíèÿ. Äëÿ

êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ δ  ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå:

.
)()(

)()(
22

2
22

1

2
22

21
22

1

ω−ω+ω−ω
δω−ω+δω−ω=δ (3.36)

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó 1ω , 2ω , 1δ  è 2δ
êîýôôèöèåíòû çàòóõàíèÿ ìîä Iδ  è IIδ , ïîëó÷àåìûå èç (3.36) ïðè Iω=ω  è IIω=ω ,

áóäóò ðàçëè÷íûìè.

Åñëè ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû ñîâïàäàþò )( 21 ω=ω , òî

δ δ δ δI II I II= = +1

2
( ) . (3.37)

Åñëè 21 ω≠ω , à δ=δ=δ 21 , òî

δ=δ=δ III . (3.38)

Ïîñëåäíèì ðåçóëüòàòîì ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè äèññèïàöèè ýíåð-

ãèè â ñâÿçàííîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå.

Ýíåðãèÿ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû è åå äèññèïàöèÿ. Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ äâóõ

îäèíàêîâûõ ìàññ (ðèñ. 3.10à), çàêðåïëåííûõ íà ðàñòÿíóòîì ëåãêîì ðåçèíîâîì øíóðå.

ww
1

w
I

w
II

0 w
2

Ðèñ. 3.9.
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Åñëè îäèí èç ãðóçîâ

îòòÿíóòü íà ðàññòîÿíèå 02s

(á) è çàòåì îäíîâðåìåííî îò-

ïóñòèòü îáå ìàññû, òî èõ êî-

ëåáàíèÿ áóäóò èìåòü âèä áè-

åíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè

ýòèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ áó-

äóò âîçáóæäåíû äâå ìîäû (â

è ã) ñ îäèíàêîâûìè àìïëèòó-

äàìè êîëåáàíèé îáåèõ ìàññ,

ðàâíûìè 0s . Ýíåðãèÿ, çàïà-

ñåííàÿ â ïåðâîé ìîäå, ðàâíà

ñóììå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé

îáåèõ ìàññ ïðè ïðîõîæäåíèè èìè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñî ñêîðîñòüþ I0
I
0 ω= sv , ò.å.:

2
I

2
0

2I
0

I
0 )(

2
2 ω== ms

m
E v , (3.39à)

à ýíåðãèÿ âòîðîé ìîäû, àíàëîãè÷íî, ðàâíà

.)(
2

2 2
II

2
0

2II
0

II
0 ω== ms

m
E v (3.39á)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ýíåðãîîáìåí ìåæäó ìîäàìè îòñóòñòâóåò, à ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

ñèñòåìû ðàâíà ñóììå ýíåðãèé åå ìîä. Â òî æå âðåìÿ â ïðîöåññå áèåíèé ýíåðãèÿ ïåðâîãî

îñöèëëÿòîðà çà âðåìÿ, ðàâíîå ïîëîâèíå ïåðèîäà áèåíèé, «ïåðåòåêàåò» êî âòîðîìó îñ-

öèëëÿòîðó è çàòåì çà òàêîå æå âðåìÿ âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî. Ïîëíûé ýíåðãîîáìåí ìåæ-

äó îñöèëëÿòîðàìè âîçìîæåí ëèøü òîãäà, êîãäà îáå ìàññû îäèíàêîâû è îòíîøåíèå

)/()( IIIIII ω−ωω+ω  ðàâíî öåëîìó ÷èñëó n, ò.å.:

.
2

á

0

III

III n=
Ω
ω

=
ω−ω
ω+ω

(3.40)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòîòà 0ω  äîëæíà áûòü êðàòíîé ÷àñòîòå áèåíèé. Â ñàìîì äåëå,

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.40) êàæäàÿ èç ìàññ áóäåò ïåðèîäè÷åñêè îñòàíàâëèâàòüñÿ â

ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (êàê ñëåäóåò èç ôîðìóë (3.17)). Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè êîëåáàíèÿ

áóäóò çàòóõàòü, è áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøàòüñÿ ýíåðãèÿ, çàïàñåííàÿ â ìîäàõ:

,)( 2I
0

2
I

22
0

I tt eEemstE δ−δ− =ω= (3.41à)

.)( 2II
0

2
II

22
0

II tt eEemstE δ−δ− =ω= (3.41á)

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ÷åðåç âðåìÿ 
δ

=τ
2

1
E  ýíåðãèÿ êàæäîé èç ìîä óìåíü-

øèòñÿ â å ðàç, ïðè ýòîì ïðîòèâîôàçíàÿ ìîäà «ïîòåðÿåò» áîëüøå ýíåðãèè, ÷åì ñèíôàçíàÿ,

ïîñêîëüêó íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ II
0E  ó íåå áûëà áîëüøå, ÷åì I

0E  (ñì. (3.39)).

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ðàññìîòðèì îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè âûíóæäåí-

íûõ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3.11, åñëè íà ëåâóþ

ìàññó 1m  äåéñòâóåò ñèëà F(t) = F0 sin ωt. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäóò îòëè-

÷àòüñÿ îò (3.34) íàëè÷èåì ýòîé ñèëû â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ:

Ðèñ. 3.10.

a a amm

2s0

s0

s0

s0

à)

á)

â)

ã)

s0
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.2

,sin2

222
2
2122

1

0
21111

2
11

ssss

t
m

F
ssss

&&&

&&&

δ−ω−α−=

ω+α−δ−ω−=
(3.42)

Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî

ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû â óñòà-

íîâèâøåìñÿ ðåæèìå ÿâëÿþòñÿ

ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

)sin()( 1011 ϕ+ω= tsts , ),sin()( 2022 ϕ+ω= tsts (3.43)

êîòîðûå îòðàæàþò òîò ôàêò, ÷òî îáå ìàññû êîëåáëþòñÿ íà ÷àñòîòå âûíóæäàþùåé ñèëû.

Ïîäñòàâëÿÿ (3.43) â (3.42), ìîæíî âû÷èñëèòü àìïëèòóäû è ôàçû âûíóæäåííûõ êîëåáà-

íèé. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü îáñóæäåíèåì ðåçóëüòàòîâ.

Íà ðèñ. 3.12 èçîáðàæåíà À×Õ äëÿ

ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà, ê êîòîðîìó ïðèëîæåíà

ñèëà. Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå íàëè÷èå

äâóõ ðåçîíàíñîâ, êîòîðûå ïðè ìàëîì çàòóõà-

íèè íàáëþäàþòñÿ íà íîðìàëüíûõ ÷àñòîòàõ

Iω  è IIω . Ïðè èçìåíåíèè ÷àñòîòû ω îò Iω
äî IIω  àìïëèòóäà 01s  ïàäàåò è äîñòèãàåò ìè-

íèìóìà íà âòîðîé ïàðöèàëüíîé ÷àñòîòå 2ω ,

ïðè ýòîì ñ óìåíüøåíèåì çàòóõàíèÿ àìïëèòó-

äà íà ýòîé ÷àñòîòå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èñïîëüçóþò äëÿ ïîäàâëåíèÿ

îòêëèêà ñèñòåìû íà äåéñòâèå âíåøíåé ñèëû. Â ðàäèîòåõíèêå, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ñâÿçàí-

íûå êîëåáàòåëüíûå êîíòóðû, èõ ïðèìåíÿþò êàê ôèëüòðû è äåìïôåðû.

Äâà ðåçîíàíñà èìåþò ìåñòî è äëÿ ñìåùåíèÿ s2 âòîðîé ìàññû. Åñëè ïðîàíàëèçè-

ðîâàòü îòíîøåíèå àìïëèòóä 0102 / ss  â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ω , òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ýòî îòíîøåíèå âáëèçè ÷àñòîòû Iω  ðàâíî êîýôôèöèåíòó ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä Iς  äëÿ

ïåðâîé ìîäû, à âáëèçè ÷àñòîòû IIω  � êîýôôèöèåíòó ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä IIς  äëÿ

âòîðîé ìîäû. Ýòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîñêîëüêó ïðè

âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ýòî ñäåëàòü ïðîùå, ÷åì ïðè ñîáñòâåííûõ.

Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Îñíîâíûå èäåè, ñôîðìóëèðî-

âàííûå ïðè ðàññìîòðåíèè êîëåáàíèé ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òåïåðü ìîãóò áûòü ñ

óñïåõîì èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà êîëåáàíèé ñèñòåì ñ òðåìÿ, ÷åòûðüìÿ, ..., N ñòåïåíÿìè ñâî-

áîäû, è â ïðåäåëå, ïðè ∞→N , äëÿ àíàëèçà êîëåáàíèé â ñïëîøíûõ ñðåäàõ, ò.å. âîëí.

Îáðàòèìñÿ âíà÷àëå ê êîëåáàíèÿì òðåõ îäèíàêîâûõ ìàññ m, çàêðåïëåííûõ íà ðàâ-

íûõ ðàññòîÿíèÿõ à íà íàòÿíóòîì ëåãêîì ðåçèíîâîì øíóðå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.13à. Ëþ-

áîå êîëåáàíèå ýòîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ñóïåðïîçèöèÿ òðåõ íîðìàëüíûõ

êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòàìè Iω , IIω  è IIIω . Îïóñêàÿ íà âðåìÿ âîïðîñ î âåëè÷èíå ÷àñòîò, íàéäåì

êîíôèãóðàöèþ ýòèõ ìîä. Ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî êâàäðàò ÷àñòîòû êîëåáàíèé êàæäîé ìàñ-

ñû â äàííîé ìîäå äîëæåí áûòü îäèíàêîâ. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ â ñëó÷àå, êîãäà îòíîøåíèÿ

k 1 k
2

k ¢m1 m
2

F t( )

Ðèñ. 3.11.

w

s
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w
1

w
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w
II

w
2

Ðèñ. 3.12.
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âîçâðàùàþùåé ñèëû ê

âåëè÷èíå ìàññû m è åå

ñìåùåíèþ s ó âñåõ ãðó-

çîâ áóäóò îäèíàêîâûìè.

Òàêèå óñëîâèÿ ðåàëè-

çóþòñÿ ïðè ñìåùåíèè

ìàññ òðåìÿ ñïîñîáàìè

(á, â è ã íà ðèñ. 3.13).

Ïðè îòïóñêàíèè ãðóçîâ

èç ïîëîæåíèÿ (á) â ñèñ-

òåìå áóäåò ïðîèñõîäèòü

ïåðâîå íîðìàëüíîå êî-

ëåáàíèå íà ÷àñòîòå Iω ;

èç ïîëîæåíèÿ (â) �

âòîðîå íà ÷àñòîòå IIω ;

èç ïîëîæåíèÿ (ã) � òðåòüå íà ÷àñòîòå IIIω . Î÷åâèäíî, ÷òî IIIIII ω>ω>ω .

Êîíôèãóðàöèÿ êàæäîé èç ìîä ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ äâóõ êîýôôèöè-

åíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä. Çàáåãàÿ âïåðåä, îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷åòûðåõ ìàññ òàêèõ

êîýôôèöèåíòîâ äîëæíî áûòü òðè, è ò.ä.

Îäíàêî ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü óïðîùåíà, åñëè îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ðàñïîëîæå-

íèå ìàññ â ïîçèöèÿõ (á), (â) è (ã) íà ðèñ. 3.13 íàïîìèíàåò «ñèíóñîèäàëüíîå» (ïóíêòèðîì

èçîáðàæåí ôðàãìåíò ôóíêöèè xksin , ãäå k  � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ïå-

ðèîä ýòîé ôóíêöèè). Òîãäà êîíôèãóðàöèÿ ïåðâîé ìîäû áóäåò îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

;sin)( I0
I
0 xsxs k=  .

4
 I

a

π=k (3.44à)

Äëÿ âòîðîé ìîäû:

;sin)( II0
II
0 xsxs k=  III 2kk = . (3.44á)

Äëÿ òðåòüåé ìîäû:

;sin)( III0
III
0 xsxs k=  .3 IIII kk = (3.44â)

Ðîëü áåçðàçìåðíûõ êîýôôèöèåíòîâ ς  âûïîëíÿåò ôóíêöèÿ III) II, I,(  sin =pxpk , âû÷èñ-

ëåííàÿ â òî÷êàõ axx == 1 , axx 22 == , axx 33 == .

Äðóãèìè ïðèìåðàìè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ÿâëÿþòñÿ àòîìû â ìîëåêóëàõ CO2,

H2O è ò. ä. Íà ðèñ. 3.14 èçîáðàæåíû êîíôèãóðàöèè ìîä è ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ÷àñòîò

íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé ìîëåêóë. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòè ÷àñòîòû èìåþò ïîðÿäîê

âåëè÷èíû )1010( 1413 ÷  ñ�1 è çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþò (íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ) ÷àñòîòû

ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ ýòèõ (è äðó-

ãèõ) ìîëåêóë ìîæíî âîçáóäèòü ïðè âçàèìîäåéñòâèè ðàçíîèìåííî çàðÿæåííûõ èîíîâ,

ñîñòàâëÿþùèõ ýòè ìîëåêóëû, ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ñâåòîâîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

èíôðàêðàñíîãî (ÈÊ) äèàïàçîíà, èìåþùåé áëèçêóþ ÷àñòîòó.

Ðèñ. 3.13.
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Â êóðñå «Îïòèêà» ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ òàêèì âçàèìîäåéñòâèåì, ïðèâîäÿùèì, â

÷àñòíîñòè, ê îñëàáëåíèþ (ïîãëîùåíèþ) ýíåðãèè ñâåòîâîé âîëíû è åå ðàññåÿíèþ â ñðåäå

ñ êîëåáëþùèìèñÿ ìîëåêóëàìè (êîìáèíàöèîííîìó ðàññåÿíèþ).

Áóäåì óâåëè÷èâàòü ÷èñëî ìàññ, çàêðåïëåííûõ íà øíóðå ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè à.

Åñëè N � ÷èñëî ýòèõ ìàññ, òî ïîëíàÿ äëèíà øíóðà ðàâíà )1( += Nal  (ðèñ. 3.15). Ðàññ÷èòàåì

íîðìàëüíûå ÷àñòîòû âñåõ ìîä è èõ êîíôèãóðàöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåâåñîìûé øíóð íàòÿ-

íóò ñ ñèëîé F, è ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ ìàññ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ l<<s  ýòà ñèëà íå

ìåíÿåòñÿ. Êàæäàÿ ìàññà èñïûòûâàåò äåéñòâèå ñèë íàòÿæåíèÿ øíóðà ïî îáå ñòîðîíû îò íåå.

Íà ðèñ. 3.16 ïîêàçàíî ìãíîâåííîå ïîëîæåíèå ôðàãìåíòà øíóðà è òðåõ ìàññ. Åñëè

óãëû 1θ  è 2θ  ìàëû, òî âîçâðàùàþùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ñðåäíþþ ìàññó, ðàâíà:

)()sin(sin 2121 θ+θ−≈θ+θ⋅−= FFf . (3.45)

Âåëè÷èíû óãëîâ 1θ  è 2θ  îïðåäåëÿþòñÿ âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì ìàññ:

;1
1

a

ss nn −−
≈θ  .1

2
a

ss nn +−
≈θ (3.46)

Ñ ó÷åòîì (3.45) è (3.46) óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñðåäíåé ìàññû ïðèìåò âèä:

.11 




 −+−−= +−

a

ss

a

ss
Fsm nnnn

n&& (3.47)

Åñëè êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè, òî

( )
( )

( ) ,sin

,sin

,sin

1,01

,0

1,01

tsts

tsts

tsts

nn

nn

nn

ω=

ω=

ω=

++

−−

(3.48)

ãäå ÷àñòîòó ω  è ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä ïðåäñòîèò îïðåäåëèòü.

a amm ma a

0 x
1

x
2

x
3

a amm ma a amm

x x
NxN

 

� 1 

Ðèñ. 3.15.
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Ïîäñòàâëÿÿ (3.48) â (3.47), ïîëó÷èì

.02 1,0,0

2

1,0 =−




 ω−+− +− nnn ss
F

ma
s (3.49)

Ïîñêîëüêó n = 1, 2, 3, ..., N, òî (3.49) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó N ëèíåéíûõ

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà

íóëþ åå îïðåäåëèòåëÿ

ìîæíî ðàññ÷èòàòü âñå N

íîðìàëüíûõ ÷àñòîò, à çà-

òåì äëÿ êàæäîé èç ýòèõ

÷àñòîò îïðåäåëèòü ðàñ-

ïðåäåëåíèå àìïëèòóä â

êàæäîé ìîäå, ÷èñëî êîòîðûõ, î÷åâèäíî, áóäåò ðàâíî N.

Ìû æå èñïîëüçóåì óæå îïèñàííûé ðàíåå áîëåå ëåãêèé ïóòü è áóäåì èñêàòü êîí-

ôèãóðàöèþ êàæäîé ìîäû â âèäå «ñèíóñîèäàëüíîé» êîíôèãóðàöèè:

,sin)( 00 xsxs k=  èëè ),(00 nn xss = (3.50)

ãäå Naxnaxaxax Nn ==== ,...,,...,2 , 21 .

Óáåäèìñÿ, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ (3.50) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.49), êîòîðîå

ïåðåïèøåì â âèäå:

,
2

2

22

,0

1,01,0

Ω
ω−Ω=

+ −+

n

nn

s

ss
(3.51)

ãäå 
ma

F=Ω2 .

Ïîäñòàâèì (3.50) â ëåâóþ ÷àñòü (3.51):

.
2

cos2
sin

)1(sin)1(sin
2

22

Ω
ω−Ω==−++

a
na

anan
k

k
kk

(3.52)

Î÷åâèäíî, ÷òî (3.50) óäîâëåòâîðèò óðàâíåíèþ (3.49), åñëè ïîäîáðàòü äëÿ äàííî-

ãî k  ïîäõîäÿùóþ ÷àñòîòó ω .

Ïàðàìåòð k  íàçîâåì âîëíîâûì ÷èñëîì. Îáúÿñíåíèå ýòîìó áóäåò äàíî â ïîñëå-

äóþùèõ ëåêöèÿõ. Ýòîò ïàðàìåòð äîëæåí áûòü òàêèì, ÷òîáû íà êîíöàõ çàêðåïëåííîãî

øíóðà óäîâëåòâîðÿëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïðè x = 0 ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ:

0)0sin( =⋅k . Íà äðóãîì êîíöå, ãäå )1( += Nax , ïîòðåáóåì, ÷òîáû

0)1(sin =+Nak , (3.53)

îòêóäà ïîëó÷àåì:

,)1( π⋅=+ pNapk  èëè ,
)1( +

π=
Na

p
pk (3.54)

ãäå öåëîå ÷èñëî p = I, II, ..., N õàðàêòåðèçóåò íîìåð ìîäû (êîëè÷åñòâî ìîä, êàê áûëî

ïîêàçàíî âûøå, ðàâíî N). Êàæäîé p-îé ìîäå ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ÷àñòîòà, êîòîðàÿ ëåãêî

íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (3.52):

.
1

cos12)cos1(2 222 






+
π−Ω=−Ω=ω

N

p
app k (3.55)

0 xn � 1
 

xn xn +1 

sn sn +1 sn � 1
 

q2q1

s

x

Ðèñ. 3.16.
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Çíàÿ âîëíîâûå ÷èñëà pk  è íîðìàëüíûå ÷àñòîòû pω , íå ñîñòàâëÿåò òðóäà çàïèñàòü

âûðàæåíèÿ äëÿ ñìåùåíèé âñåõ ìàññ, êàê ôóíêöèé âðåìåíè. Äëÿ ð-îé ìîäû ìîæíî çàïèñàòü:
);sin(sin),( 0 ppnppnp txstxs ϕ+ω⋅= k (3.56)

çäåñü xn = na; n = 1, 2, ..., N.

Àìïëèòóäà ps0  è íà÷àëüíàÿ ôàçà pϕ  îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, à

ðk  è ðω  � ñâîéñòâàìè ñàìîé ñèñòåìû (ôîðìóëû (3.54) è (3.55)).

Â ñèëó ëèíåéíîñòè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå êîëåáàíèé

ïîëó÷àåì äëÿ ñìåùåíèÿ âñåõ ÷àñòèö âûðàæåíèå:

( )∑=
p

npn txstxs ,,),( (3.57)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ òîëüêî ïî òåì ìîäàì, êîòîðûå «ó÷àñòâóþò» â êîëåáàíèÿõ.

Òàê, íàïðèìåð, óäåðæèâàÿ âñå âðåìÿ ñðåäíþþ ìàññó â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ,

ìû íå ìîæåì âîçáóäèòü ìîäû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè p = I, III, ..., ïîñêîëüêó ýòè ìîäû

«òðåáóþò» ñìåùåíèÿ öåíòðàëüíîé ìàññû.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (3.55), íåòðóäíî âû÷èñëèòü íîðìàëüíûå ÷àñòîòû êîëåáëþ-

ùèõñÿ ìàññ íà øíóðå.

Íà ðèñ. 3.17 èçîáðàæåíû ìîäû êîëåáàíèé â ñèñòåìå ñ îäíîé, äâóìÿ è òðåìÿ

ìàññàìè è äëÿ êàæäîé ìîäû óêàçàíû âåëè÷èíû íîðìàëüíûõ ÷àñòîò.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñâÿçü òèïà (3.55) ìåæäó ÷àñòîòîé ω  è âîëíîâûì

÷èñëîì k  íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì. Ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåò äàëåå èñ-

ïîëüçîâàíî ïðè àíàëèçå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ.

Ðèñ. 3.17.
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ËÅÊÖÈß 4
Ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé â ñèñòåìå ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Âîçáóæäåíèå âîëí. Ãðóïïà âîëí è åå ñêîðîñòü. Âîëíîâîå óðàâ-

íåíèå. Âîëíû â ñïëîøíîì øíóðå. Îòðàæåíèå âîëí. Âîçáóæäåíèå ñòîÿ÷èõ âîëí â øíóðå.

Ìîäû êîëåáàíèé. Âîëíû â óïðóãèõ òåëàõ. Ïîïåðå÷íûå âîëíû. Ýíåðãèÿ, ïåðåíîñèìàÿ âîëíîé.

Âåêòîð Óìîâà. Ïðîäîëüíûå âîëíû. Ñêîðîñòü âîëí â òîíêîì è òîëñòîì ñòåðæíÿõ. Îòðà-

æåíèå è ïðîõîæäåíèå âîëí íà ãðàíèöàõ äâóõ ñðåä. Óäåëüíîå âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå.

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé â ñèñòåìå ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ N >> 1 ìàññ íà ðåçèíîâîì øíóðå (ðèñ. 4.1à). Îòêëîíèì íåñêîëüêî ìàññ

â ñåðåäèíå øíóðà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 4.1á), è çàòåì îòïóñòèì èõ â ìîìåíò âðåìå-

íè t = 0. Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, ýòà íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïî ôîðìå

èìïóëüñ, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè òðàíñôîðìèðóåòñÿ â äâà îäèíàêîâûõ èìïóëüñà, êîòîðûå ïîáå-

ãóò â ðàçíûå ñòîðîíû ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ c (ðèñ. 4.1â). Ýòè èìïóëüñû äîáåãóò äî

êîíöîâ øíóðà, èçìåíÿò ñâîþ ïîëÿð-

íîñòü ïðè îòðàæåíèè è ïîáåãóò â îá-

ðàòíîì íàïðàâëåíèè (ðèñ. 4.1ã). Ïîñ-

ëå âñòðå÷è â ñåðåäèíå øíóðà îíè îò-

ðàçÿòñÿ åùå ðàç, âîññòàíîâÿò èñõîä-

íóþ ïîëÿðíîñòü è ñïóñòÿ âðåìÿ

ct /2l=∆  âíîâü âñòðåòÿòñÿ â ñåðå-

äèíå, ñôîðìèðîâàâ èñõîäíûé èì-

ïóëüñ. Çàòåì ýòîò ïðîöåññ ñ ïåðèî-

äîì ∆t áóäåò ïîâòîðÿòüñÿ äî òåõ ïîð,

ïîêà èìïóëüñû íå çàòóõíóò èç-çà äèñ-

ñèïàöèè ýíåðãèè.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîâñåäíåâíîãî îïûòà â ýòîì íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî, ïîñêîëüêó ñìå-

ùåíèÿ ãðóïïû ìàññ âåäóò ê âîçíèêíîâåíèþ óïðóãèõ ñèë, ñòðåìÿùèõñÿ âåðíóòü ýòó ãðóïïó â

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è îäíîâðåìåííî âûâåñòè ñîñåäíèå ÷àñòèöû èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé «íà ÿçûêå ìîä» òàêæå ïîíÿòíî, ÷òî îòêëîíèâ,

à çàòåì îòïóñòèâ ãðóïïó ÷àñòèö, ìû âîçáóæäàåì ìíîãî ìîä. Êîëåáàíèÿ âñåõ N ÷àñòèö ïðî-

èñõîäÿò îäíîâðåìåííî íà íåñêîëüêèõ íîðìàëüíûõ ÷àñòîòàõ ðω . Âñå ýòè ÷àñòîòû ðàçëè÷-

íû, è ñóììà íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèåíèÿ. Ïîñêîëüêó ÷åðåç âðåìÿ,

ðàâíîå ïåðèîäó áèåíèé, êîëåáàíèÿ ãðóïïû ÷àñòèö â öåíòðå øíóðà âîññòàíîâÿòñÿ, òî î÷å-

âèäíî, ÷òî ïåðèîä áèåíèé ðàâåí óïîìèíàâøåìóñÿ íåñêîëüêî ðàíåå âðåìåíè ct /2l=∆ .

Îïðåäåëèì ñêîðîñòü ñ, èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ î áèåíèÿõ, êàê ñóïåðïîçèöèè íîð-

ìàëüíûõ êîëåáàíèé. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ïåðåïèøåì äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (3.55) â âèäå

.
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Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè íàëè÷èè ìíîãèõ ÷àñòîò â

ñïåêòðå êîëåáàíèé, äàâàåìûõ ôîðìóëîé (4.1), áèåíèÿ

íå áóäóò ïåðèîäè÷åñêèìè � íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ

íå ïîâòîðÿåòñÿ. Âèçóàëüíî ýòî áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ â èñ-

êàæåíèè ôîðìû áåãóùèõ èìïóëüñîâ, åñëè äëèíà èì-

ïóëüñà lè a (èìïóëüñ «íàêðûâàåò» ìàëî ÷àñòèö), à

øíóð äîñòàòî÷íî äëèííûé. Ãîâîðÿò, ÷òî èñêàæåíèå èì-

ïóëüñà ñâÿçàíî ñ äèñïåðñèåé «ñðåäû» (øíóðà ñ ìàññà-

ìè), ïî êîòîðîé èìïóëüñ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ.

Ýòî èñêàæåíèå áóäåò íè÷òîæíûì, åñëè

a>>èl  (ãðóïïà ñîñòîèò èç áîëüøîãî ÷èñëà êîëåá-

ëþùèõñÿ ìàññ). Òàê îáû÷íî è ïðîèñõîäèò ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîçìóùåíèé â òâåðäîì

òåëå, ãäå 1010~a −  ì (ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, îêîëî êîòî-

ðûõ êîëåáëþòñÿ àòîìû).

Åñëè a>>èl , òî â ñïåêòðå êîëåáàíèé äîìèíèðóþò íèçøèå ìîäû, êîòîðûå õàðàê-

òåðèçóþòñÿ âîëíîâûìè ÷èñëàìè kp, ãäå p = I, II, III, ... << N. ×àñòîòû ýòèõ ìîä ïîëó÷àþòñÿ èç

ôîðìóëû (4.1):

...  ,III II, I,     ;
1

=⋅
+
πΩ=Ω=ω pp

N
a pp k (4.2)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ïðèáëèæåíèå xx ≈sin  ïðè 1<<x . Ýòà çàâèñèìîñòü )( pp kω
èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.2.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íèçøèå ÷àñòîòû ðàñïîëàãàþòñÿ ýêâèäèñòàíòíî:

...IIIIIIII =ω−ω=ω−ω=ω∆  Ïîýòîìó ïåðèîä áèåíèé (ñì. òàêæå ôîðìóëó (3.14)) ïîëó-

÷àåòñÿ ðàâíûì:

Ω
+=

ω∆
π=∆ )1(22 N

t . (4.3)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî äëèíà øíóðà l = a(N + 1), òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èìïóëüñà â

ñðåäå áåç äèñïåðñèè ðàâíà:

m

Fa
a

t
c =Ω=

∆
= l2

0 . (4.4)

Åñëè ìû áóäåì óâåëè÷èâàòü ÷èñëî ìàññ N íà øíóðå ôèêñèðîâàííîé äëèíû, òåì

ñàìûì óìåíüøàÿ ðàññòîÿíèå à, òî ìû ñäåëàåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê íåïðåðûâíîìó ðàñ-

ïðåäåëåíèþ ìàññ � ò.å. ê îäíîðîäíîìó âåñîìîìó øíóðó, ïðè ýòîì

am /1 =ρ (4.5)

ÿâëÿåòñÿ ìàññîé åäèíèöû äëèíû îäíîðîäíîãî øíóðà (èíîãäà óïîòðåáëÿþò òåðìèí

«ïëîòíîñòü åäèíèöû äëèíû»). Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî äëÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ

èìïóëüñà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû ïî øíóðó èìååì

1
0 ρ

= F
c . (4.6)

Ðèñ. 4.2.
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Íàïðèìåð, â ñëó÷àå òîíêîãî ðåçèíîâîãî øëàíãà ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ

1,0~1ρ êã/ì, íàòÿíóòîãî ñ ñèëîé 210~F  Í, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èìïóëüñà ïîëó÷àåòñÿ

ðàâíîé 30~0c  ì/ñ. Òàêàÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøàÿ âåëè÷èíà ñêîðîñòè ïîçâîëÿåò ëåãêî

íàáëþäàòü ðàñïðîñòðàíåíèå è îòðàæåíèå èìïóëüñà.

Èòàê, ïîäâåäåì íåêîòîðûå èòîãè.

1. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ñðåäû, òî ñêîðîñòü 0c  ðàñïðîñò-

ðàíåíèÿ èìïóëüñà íå çàâèñèò îò åãî ôîðìû, à ñàì èìïóëüñ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè íå èñêà-

æàåòñÿ (íåò äèñïåðñèè).

2. Åñëè îñü x íàïðàâèòü âäîëü øíóðà è çàäàòü íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå (â ìîìåíò

t = 0) â âèäå s(x), òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âîçìóùåíèå øíóðà áóäåò èìåòü âèä:

)(
2

1
)(

2

1
00 tcxstcxs ++− . (4.7)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò âîçìóùåíèå, áåãóùåå ñî ñêîðîñòüþ 0c  â ïîëîæè-

òåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè õ, óêàçàííîì íà ðèñ. 4.1, à âòîðîå ñîîòâåòñòâóåò èìïóëüñó, ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùåìóñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè.

3. Ó êîíöîâ íåâåñîìîãî øíóðà ñ ìàññàìè

îáà èìïóëüñà îòðàæàþòñÿ. Îòðàæåííûé èìïóëüñ

èìååò ïðîòèâîïîëîæíóþ ïîëÿðíîñòü (íàïðàâëåíèå

ñìåùåíèÿ s) ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàäàþùèì.

Àíàëîãè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ðåàëèçó-

þòñÿ äëÿ ñïëîøíîãî ìàññèâíîãî øíóðà ñ çàêðåï-

ëåííûìè êîíöàìè (ðèñ. 4.3).

4. Â îáëàñòè ïåðåêðûòèÿ áåãóùèõ èìïóëüñîâ îáðàçóåòñÿ êîëåáàíèå, íàçûâàåìîå ñòî-

ÿ÷åé âîëíîé. Òàê ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèÿì áåãóùèõ è ñòîÿ÷èõ âîëí, ïðè ýòîì ñòîÿ÷àÿ âîëíà

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ âîëí, áåãóùèõ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Âîçáóæäåíèå âîëí. Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ íåâåñîìîãî øíóðà ñ ãðóçàìè, ïðà-

âûé êîíåö êîòîðîãî çàêðåïëåí, à ëåâûé ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû â ìîìåíò âðåìåíè

t = 0 íà÷èíàåò ñìåùàòüñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó:

tsts ω= sin)( 0 . (4.8)

Ïîä äåéñòâèåì ýòîé ñèëû ãðóçû, ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì îòðåçêàìè íàòÿíóòîãî

øíóðà, ðàíî èëè ïîçäíî íà÷íóò ñîâåðøàòü âûíóæäåííûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ

÷àñòîòîé ω. Åñòåñòâåííî, ÷òî ñèñòåìó ãðóçîâ (ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìîé ñ äâóìÿ ãðóçàìè)

ìîæíî çàìåòíî ðàñêà÷àòü ëèøü â ñëó÷àå ðåçîíàíñà, êîãäà ÷àñòîòà ω ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç

íîðìàëüíûõ ÷àñòîò pω .

Âíà÷àëå ïðèäóò â äâèæåíèå ãðóçû âáëèçè ëåâîãî ïîäâèæíîãî êîíöà øíóðà, à ñ

òå÷åíèåì âðåìåíè â êîëåáàíèÿ áóäóò âîâëåêàòüñÿ âñå íîâûå ãðóçû.

Òàêèå êîëåáàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âîëíîâîé ïðîöåññ (âîëíó), ðàñïðîñòðàíÿþ-

ùèéñÿ «ñëåâà � íàïðàâî» ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ pc . Íà ðèñ. 4.4 èçîáðàæåíû ïîëîæåíèÿ

êîëåáëþùèõñÿ ìàññ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè 0t . Ïîñêîëüêó ãðóçû êîëåáëþòñÿ «ïîïå-

Ðèñ. 4.3.

c0

c0
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ðåê» íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ (îñè Oõ), òî âîëíà íàçûâàåòñÿ ïîïåðå÷íîé. Ýòà âîëíà

äîáåæèò äî ïðàâîãî çàêðåïëåííîãî êîíöà øíóðà è îòðàçèòñÿ. Ïîñëå ýòîãî áóäóò ñóùåñòâî-

âàòü äâå âîëíû: èñõîäíàÿ áåãóùàÿ (èíîãäà åå íàçûâàþò ïàäàþùåé âîëíîé) è îòðàæåííàÿ âîë-

íà, êîòîðàÿ áåæèò íàâñòðå÷ó ïàäàþùåé. Ñïóñòÿ âðåìÿ pct /2l=∆  îòðàæåííàÿ âîëíà äîñòèã-

íåò ëåâîãî êîíöà, ñíîâà îòðàçèòñÿ, è «ñôîðìèðóåòñÿ» ìîäà êîëåáàíèé. Êîíôèãóðàöèÿ ýòîé

ìîäû çàäàåòñÿ âîëíîâûì ÷èñëîì pk  (ñì. ñîîòíîøåíèå (4.1)).

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïàäàþùóþ âîëíó ñ ýòèì pk . Ïðîñòðàíñòâåííûé ïåðèîä pλ ,

èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 4.4 êàê ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàññàìè, êîëåáëþùèìèñÿ â

ôàçå, íàçûâàåòñÿ äëèíîé âîëíû. Äëèíà âîëíû ñâÿçàíà ñ âîëíîâûì ÷èñëîì pk  ñîîòíîøåíèåì:

pp λπ= /2k . (4.9)

Åñëè ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ, ïðèëîæåííûå ê êàæäîìó èç ãðóçîâ, ìàëû, òî àìïëèòóäû

êîëåáàíèé âñåõ ãðóçîâ áóäóò îäèíàêîâû è ðàâíû 0s . Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå

áåãóùåé âîëíû � óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ñìåùåíèå ëþáîé èç ìàññ â ïðîèçâîëüíûé ìî-

ìåíò âðåìåíè. Äëÿ ÷àñòîòû pω , âîëíîâîãî ÷èñëà pk  è àìïëèòóäû 0s  îíî èìååò âèä:

.  ...;  ;  ...;  ;2  ;

);sin(),( 0

Nanaaax

xtstxs

n

nppnp

=

−ω= k
(4.10)

Âûðàæåíèå npp xt k−ω=ϕ  íàçûâàåòñÿ ôàçîé âîëíû. Óðàâíåíèå (4.10) îòðàæàåò

òîò ôàêò, ÷òî âñå ìàññû êîëåáëþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé pω , èìåþò îäèíàêîâóþ àìï-

ëèòóäó 0s , îäíàêî ýòè êîëåáàíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ ïî ôàçå ϕ .

Îïðåäåëèì òåïåðü ñêîðîñòü pc  äâèæåíèÿ ýòîé âîëíû. Äëÿ ýòîãî ïðîñëåäèì çà äâèæå-

íèåì ãðåáíÿ âîëíû, âåðøèíà êîòîðîãî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ â òî÷êå Ì. Ïóñòü

çà âðåìÿ t∆  ýòîò ãðåáåíü ñìåñòèòñÿ íà ðàññòîÿíèå axn >>∆ . Ïîñêîëüêó íà âåðøèíå ãðåáíÿ

ìàññû èìåþò ìàêñèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ñìåùåíèå, òî ôàçà èõ êîëåáàíèé ïîñòîÿííà è ðàâíà

.
2

π=−ω npp xt k (4.11)

Ïîýòîìó

0=∆−∆ω npp xt k . (4.12)

Îòñþäà ñêîðîñòü pc  ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé

pp
p

pn
p t

x
c λ⋅ν=

ω
=

∆
∆

=
k . (4.13)

Ñêîðîñòü pc  íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû ñ ÷àñòîòîé

pp πν=ω 2 . Ïðîàíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü ýòîé ñêîðîñòè îò âîëíîâîãî ÷èñëà, ïîëüçóÿñü

äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì (4.1). Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì åãî ñ ó÷åòîì (4.4) â âèäå:

Ðèñ. 4.4.

0

M
lp

s
0

s
0

s
0

x

cp

l
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.

2

2
sin

0



















⋅=ω
a

a

c
p

p

pp k

k

k (4.14)

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè (4.14) íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèîííîé êðèâîé è èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.5à.

Íà ýòîé êðèâîé òî÷êàìè îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ ÷àñòîò pω  è âîëíîâûõ ÷èñåë pk .

Ïóíêòèðîì èçîáðàæåíà ïðÿìàÿ pp c k0=ω . Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç (4.14) ïðåäåëüíûì ïåðå-

õîäîì ïðè 0→a  (íåïðåðûâíàÿ ñðåäà).

Èç ôîðìóëû (4.14) èëè èç ðèñ. 4.5à ìîæíî ñäåëàòü ðÿä ïðèíöèïèàëüíî

âàæíûõ âûâîäîâ.

1) Èç íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè )( pp kω=ω , îïèñûâàåìîé ôîðìóëîé (4.14), ñëåäó-

åò, ÷òî ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû pppc k/ω=  çàâèñèò îò pk  (èëè îò pω ):

.

2

2
sin

0 a

a

cc
p

p

p k

k

⋅= (4.15)

Çàâèñèìîñòü (4.15) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.5á.

Ýòî ÿâëåíèå íîñèò íàçâàíèå äèñïåðñèè ñðåäû ïî îòíîøåíèþ ê ðàñïðîñòðàíÿþ-

ùåéñÿ â íåé âîëíå. Ýêâèâàëåíòíûì ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå «äèñïåðñèÿ âîëíû â ñðåäå».

Åñëè ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû íå çàâèñèò îò pk , êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé

ñðåäû, òî ãîâîðÿò, ÷òî äèñïåðñèÿ îòñóòñòâóåò.

2) Äëÿ ìàëåíüêèõ âîëíîâûõ ÷èñåë ( 1<<apk , èëè ap >>λ ) äèñïåðñèÿ ìàëà.

Ñêîðîñòü òàêèõ «äëèííûõ âîëí» 0cc p ≈ , è ñðåäà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ñïëîøíîé.

3) Ñ óâåëè÷åíèåì âîëíîâîãî ÷èñëà pk  (à çíà÷èò è pω ) ñêîðîñòü pc , êàê ýòî

ñëåäóåò èç (4.15), óáûâàåò. Òàêîå ïîâåäåíèå ñêîðîñòè íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé äèñïåðñè-

åé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îïòèêå, ïîìèìî ýòîé, ðåàëèçóåòñÿ è äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà

ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ñâåòà â íåêîòîðîì äèàïàçîíå ÷àñòîò ìîæåò âîçðàñòàòü ñ óâåëè÷åíèåì

÷àñòîòû. Â ýòîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ íàçûâàåòñÿ àíîìàëüíîé.

4) Äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà âîëíîâîå ÷èñëî è ÷àñòîòà äîñòè-

ãàþò ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé Nk  è Nω . Îíè ïîëó÷àþòñÿ èç (4.14) è (4.1) ïðè 1>>N :

;
aN
π=k .2Ω=ωN

Ðèñ. 4.5á.Ðèñ. 4.5à.

wp

wN

kN kp

c 0
k p

0 0 p/2

c
0

c
p

k
p
a

2
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîëíû ñ ÷àñòîòîé Nω>ω  â òàêîé ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íå

ìîãóò. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ÷àñòîòå Nω=ω  äëèíà âîëíû .2/2 aNN =π=λ k  Âîëíû ñ ìåíü-

øåé äëèíîé âîëíû íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü, ïîñêîëüêó íà äëèíå ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ

âîëíû äîëæíî íàõîäèòüñÿ íå ìåíüøå äâóõ êîëåáëþùèõñÿ ãðóçîâ.

Çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåêòðî-

ìàãíèòíûõ âîëí â òâåðäîì òåëå è â ïëàçìå, êðèâàÿ äèñïåðñèè ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ íåêî-

òîðîé òî÷êè íà îñè ÷àñòîò )0(ω . Â òàêèõ ñðåäàõ ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ýëåêòðîìàãíèò-

íûå âîëíû òîëüêî ñ ÷àñòîòàìè ω , ëåæàùèìè âíóòðè èíòåðâàëà .)0( Nω≤ω<ω
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà óêàæåì, ÷òî äëÿ êðèñòàëëîâ âåëè÷èíà F/a ∼ 15 Í/ì (F �

óïðóãàÿ ñèëà, âåëè÷èíà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì). Åñëè ïðè-

íÿòü ìàññó èîíà ðàâíîé 26106~ −⋅m  êã, òî .c 103~2 113 −⋅=ω
ma

F
N  Ýòà ÷àñòîòà, êàê è

÷àñòîòû êîëåáàíèé ìîëåêóë CO2 è H2O, ëåæèò â èíôðàêðàñíîé îáëàñòè ýëåêòðîìàãíèò-

íîãî ñïåêòðà. Ïîýòîìó ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ÈÊ�èçëó÷åíèÿ â êðèñòàëëàõ èîíû ìîãóò

ñîâåðøàòü ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ. Â ýòîì ÷àñòîòíîì îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ìîæåò ñó-

ùåñòâîâàòü ñèëüíàÿ äèñïåðñèÿ ñâåòà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ïðîòÿæåííûõ ñðåäàõ ïðîáëåìû «íà-

ñòðîéêè» ÷àñòîòû ω  âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ïîðîæäàþùåãî âîëíó, íà ÷àñòîòó pω  îä-

íîé èç ìîä ñðåäû íå ñóùåñòâóåò. Ëþáîå âîçäåéñòâèå âíåøíåé ñèëû, äàæå ñêîëü óãîäíî

áëèçêîé ê ãàðìîíè÷åñêîé, íà ñàìîì äåëå âñåãäà áóäåò êâàçèãàðìîíè÷åñêèì, õàðàêòåðè-

çóåìûì óçêèì èíòåðâàëîì ÷àñòîò ω<<ω∆ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîòÿæåííîé ñðåäû ê

÷àñòîòå ω  áóäóò áëèçêè ÷àñòîòû pω  ìîä ñ áîëüøèìè íîìåðàìè ð )1( >>p . Ðàçíîñòü

÷àñòîò äâóõ ñîñåäíèõ ìîä ppp ω−ω=ω∆ +1 , êàê ýòî ëåãêî âèäåòü èç ðèñóíêà 4.5, áóäåò

íàñòîëüêî ìàëîé, ÷òî .ω∆<<ω∆ p  Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ÷àñòîòû ω  âíåøíåãî âîç-

äåéñòâèÿ, ïðèêëàäûâàåìîãî ê ãðàíèöå ñðåäû, ïî íåé ïîáåæèò âîëíà, êîòîðóþ â ðÿäå

ñëó÷àåâ ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü ãàðìîíè÷åñêîé:

).sin(),( 0 xtstxs k−ω= (4.16)

Ãðóïïà âîëí è åå ñêîðîñòü. Êàê è âíåøíåå âîçäåéñòâèå, âîëíà, âîçíèêàþùàÿ â

ñðåäå, áóäåò, ñòðîãî ãîâîðÿ, êâàçèãàðìîíè÷åñêîé, ò. ê. ω∆<<ω∆ p . Ïîýòîìó âìåñòî (4.16)

ñëåäóåò çàïèñàòü óðàâíåíèå âîëíû â áîëåå óñëîæíåííîì âèäå:

)].,(sin[),(),( 0000 txxttxstxs ϕ+−ω= k (4.17)

Çäåñü àìïëèòóäà ),(0 txs  è ôàçà ),(0 txϕ  ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ ôóí-

êöèÿìè âðåìåíè íà íåêîòîðîì ìàñøòàáå âðåìåíè τ (ñðàâíèòå ñ ôîðìóëîé (3.19)). Åñòå-

ñòâåííî, ÷òî òàêàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóïïó ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí, ÷àñòîòû êî-

òîðûõ ðàñïîëàãàþòñÿ âáëèçè îñíîâíîé ÷àñòîòû 0ω  â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà τπ≈ω∆ /2 .

Êàæäàÿ èç âîëí ãðóïïû â ñðåäå ñ äèñïåðñèåé èìååò ñîáñòâåííóþ ôàçîâóþ ñêîðîñòü. Â

ñðåäå ñ íîðìàëüíîé äèñïåðñèåé âîëíû áîëüøåé ÷àñòîòû áóäóò äâèãàòüñÿ ìåäëåííåå,

÷åì âîëíû ìåíüøåé ÷àñòîòû. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ
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ãðóïïû âîëí, è åñëè òàêàÿ ñêîðîñòü ñóùåñòâóåò, òî êàê åå âû÷èñëèòü? Êàêîé ôèçè÷åñ-

êèé ñìûñë èìååò ýòà ñêîðîñòü è â ÷åì åå îòëè÷èå îò ôàçîâîé ñêîðîñòè ?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû, ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ãðóïïó èç äâóõ âîëí

ñ îäèíàêîâûìè àìïëèòóäàìè 0s  è ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè 1ω  è 2ω , áåãóùèõ â ïîëîæè-

òåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè õ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 
2

21
012

ω+ω=ω<<ω−ω=ω∆ . Ñ òàêîé

ñèòóàöèåé ìû óæå âñòðå÷àëèñü ïðè àíàëèçå áèåíèé äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Çàäà-

äèì äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà ñðåäû äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì )(kω=ω . Ñ åãî ïî-

ìîùüþ âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ 1k  è 2k  äâóõ âîëíîâûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòîòàì

1ω  è 2ω . Òîãäà óðàâíåíèå ãðóïïû âîëí ïðèìåò âèä:

).sin(
22

cos2)sin()sin(),( 000220110 xtxtsxtsxtstxs k
k

kk −ω




 ∆−ω∆=−ω+−ω= (4.18)

Çäåñü 12 kkk −=∆ , 
2

21
0

kk
k

+
= .

Íà ðèñ. 4.6 èçîáðàæåíà ãðóïïà èç äâóõ âîëí â íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ìî-

ìåíò âðåìåíè 0t . Âûäåëèì äâå òî÷êè: Ì è R. Ïåðâàÿ èç íèõ îòâå÷àåò ôèêñèðîâàííîìó

çíà÷åíèþ ôàçû M00Ì xt k−ω=ϕ , ïðè êîòîðîé .1sin M =ϕ Î÷åâèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ýòîé

òî÷êè, îïðåäåëÿåìàÿ èç óñëîâèÿ 0ddd M00M =−ω=ϕ xt k , ðàâíà

0

0M

d

d

k
ω

==
t

x
c (4.19)

è ñîâïàäàåò ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ âîëíû ñ ÷àñòîòîé 0ω .

Àìïëèòóäà êâàçèãàðìîíè÷åñêîé âîëíû (4.18) îïðåäåëÿåòñÿ êàê






 ∆−ω∆= xtstxs

22
cos2),( 00

k
, (4.20)

è åå ðàñïðåäåëåíèå íà ðèñ. 4.6 èçîáðàæåíî ïóíêòèðîì â âèäå ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ

âäîëü õ îãèáàþùåé âîëíû îñíîâíîé ÷àñòîòû 0ω . Òî÷êà R íà âåðøèíå ýòîé îãèáàþùåé

áóäåò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ, îòëè÷àþùåéñÿ îò ñ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êîîðäèíàòû Rx

ýòîé òî÷êè, êàê ýòî ñëåäóåò èç (4.20), ìîæåì çàïèñàòü óñëîâèå

.
22

R constxt =∆−ω∆ k
(4.21)

Çà âðåìÿ dt îíà ñìåñòèòñÿ íà ðàññòîÿíèå Rdx , êîòîðîå íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà:

.0d
2

d
2

R =∆−ω∆
xt

k
(4.22)

Ðèñ. 4.6.

2s
0

� s2
0

s x t( , )
0

x

R M
u c

0
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âåðøèíû îãèáàþùåé áóäåò ðàâíà

k∆
ω∆==

t

x
u

d

d R . (4.23)

Ýòà ñêîðîñòü õàðàêòåðèçóåò äâèæåíèå

ãðóïïû âîëí è íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ.

Åå ñìûñë ñòàíåò åùå áîëåå ïîíÿòíûì, åñëè â

ïðåäåëàõ èíòåðâàëà ∆ω  â ãðóïïå áóäóò íàõî-

äèòüñÿ âîëíû ñ áëèçêî ðàñïîëîæåííûìè ÷àñòî-

òàìè, êàê, íàïðèìåð, èçîáðàæåíî íà ðèñ. 4.7à.

Ñàìà ãðóïïà èìååò âèä îäíîãî èìïóëü-

ñà äëèòåëüíîñòüþ èτ , ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ

âäîëü îñè õ (ðèñ. 4.7á). Èìïóëüñ áóäåò äâèãàòü-

ñÿ ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ kd/dω=u . Íà äèñ-

ïåðñèîííîé êðèâîé (ðèñ. 4.7â) ýòà ñêîðîñòü ðàâ-

íà óãëîâîìó êîýôôèöèåíòó êàñàòåëüíîé ïðÿìîé

â òî÷êå À. «Ñèíóñîèäà» âíóòðè èìïóëüñà áóäåò

åãî îáãîíÿòü è äâèãàòüñÿ ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ

00 / kω=c . ×èñëåííî ýòà ñêîðîñòü áóäåò ðàâíà

óãëîâîìó êîýôôèöèåíòó îòðåçêà OÀ. Â ñðåäå áåç

äèñïåðñèè äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìîé ëèíèåé kc=ω . Ïîýòîìó

uc =
∆
ω∆=ω=
kk

0

0 , (4.24)

ò.å. ôàçîâàÿ è ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòè ñîâïàäàþò. Â ñðåäå ñ íîðìàëüíîé äèñïåðñèåé, êàê ýòî

âèäíî èç ðèñ. 4.7â, u < c. Â ñðåäå ñ àíîìàëüíîé äèñïåðñèåé êðèâàÿ ω = ω(k) äîëæíà

çàãèáàòüñÿ ââåðõ è, ôîðìàëüíî, u > c. Îäíàêî îáû÷íî ýòà çàâèñèìîñòü íàñòîëüêî

íåëèíåéíà, ÷òî ïîíÿòèå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè òåðÿåò ñìûñë.

Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà èìïóëüñ, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 4.7á, ïðîéäåò î÷åíü áîëü-

øîå ðàññòîÿíèå â äèñïåðãèðóþùåé ñðåäå, òî ôîðìà åãî èñêàçèòñÿ, è îí ðàñòÿíåòñÿ â

ïðîñòðàíñòâå. Â ñðåäå ñ ñèëüíîé àíîìàëüíîé äèñïåðñèåé ýòî èñêàæåíèå ïðîèñõîäèò óæå

íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ, ïîýòîìó ãîâîðèòü î ðàñïðîñòðàíåíèè èìïóëüñà êàê öåëîãî ñ ãðóï-

ïîâîé ñêîðîñòüþ u íåêîððåêòíî.

Äèñïåðñèîííîå óøèðåíèå èìïóëüñîâ íåãàòèâíî ñêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð, íà ñêî-

ðîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè (êîëè÷åñòâî áèò â åäèíèöó âðåìåíè) ïîñðåäñòâîì êîðîòêèõ

ñâåòîâûõ èìïóëüñîâ, áåãóùèõ ïî âîëîêîííî-îïòè÷åñêèì ëèíèÿì ñâÿçè, äëèíà êîòîðûõ

äîñòèãàåò íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ êèëîìåòðîâ. Äâà ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì èìïóëüñà ìî-

ãóò ðàñøèðèòüñÿ íàñòîëüêî, ÷òî ñîëüþòñÿ â îäèí (ñòàíóò íåðàçëè÷èìûìè). Åñòåñòâåííî,

÷òî ïðèåìíèê, óñòàíîâëåííûé â êîíöå ëèíèè, «âîñïðèìåò» äâà èìïóëüñà êàê îäèí, è

÷àñòü ïåðåäàâàåìîé èíôîðìàöèè áóäåò óòåðÿíà.

Ðèñ. 4.7.

ww
0

2p
t

t
è

R
M

u

u

c

0

0

x

s x t( , )
0

k
0

Aw
0

w

k

à)

á)

â)

s
0

2

0

O



71Ëåêöèÿ 4

Âîëíîâîå óðàâíåíèå. Óðàâíåíèå áåãóùåé ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû â îäíîðîäíîì

øíóðå, ãäå äèñïåðñèÿ îòñóòñòâóåò )( 0kc=ω , ïî àíàëîãèè ñ (4.16) èìååò âèä:

.sin)sin(),(
0

00

















ω=ω=

c

x
tsxtstxs mm k (4.25)

Çíàê «�» ñîîòâåòñòâóåò âîëíå, áåãóùåé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ïî îñè Ox, à çíàê

«+» � â îòðèöàòåëüíîì.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî èìïóëüñà (ãðóïïû âîëí),

äâèãàþùåãîñÿ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ 0c , óðàâíåíèå âîëíû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:







=

0

),(
c

x
tstxs m , (4.26)

ãäå )(θs  � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà 0/ cxt m=θ .

Ïîêàæåì, ÷òî çàêîí äâèæåíèÿ øíóðà (4.26) è, êîíå÷íî, åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé (4.25)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íåêîòîðîãî óðàâíå-

íèÿ äâèæåíèÿ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ âîëíî-

âûì óðàâíåíèåì. Ýòî âîëíîâîå óðàâíåíèå

ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì èç

óðàâíåíèÿ (3.47).

Íà ðèñ. 4.8 ïîêàçàí ôðàãìåíò êî-

ëåáëþùåãîñÿ øíóðà. Íà ýòîì ôðàãìåí-

òå èçîáðàæåíû òðè îòðåçêà øíóðà äëè-

íîé x∆  è ìàññîé dm êàæäûé. Ñìåùåíèÿ ýòèõ îòðåçêîâ â íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé ìî-

ìåíò âðåìåíè ðàâíû  ),,(1 txxssn ∆−=−  ),,( txssn = ).,(1 txxssn ∆+=+  Óñêîðåíèå öåíò-

ðàëüíîãî îòðåçêà 
2

2 ),(

t

txs
sn ∂

∂=&& . Îíî çàïèñàíî â âèäå âòîðîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóí-

êöèè s(x,t) ïî âðåìåíè. Ó÷òåì äàëåå, ÷òî

.
),(),(

limlim

2

d0

1

0 x
xx

nn

a x

s

x

txstxxs

a

ss

+→∆
+

→ ∂
∂=

∆
−∆+=

− (4.27à)

.
),(),(

limlim

2

d0

1

0 x
xx

nn

a x

s

x

txxstxs

a

ss

−→∆
−

→ ∂
∂=

∆
∆−−=

−
(4.27á)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñèëà 
2/dxxx

s
F

+∂
∂⋅  ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íà íàïðàâëåíèå

ñìåùåíèÿ s ñèëû F, ïðèëîæåííîé ê öåíòðàëüíîìó ýëåìåíòó ñïðàâà (â òî÷êå 2/dxx + ).

Àíàëîãè÷íî, ñëåâà (â òî÷êå 2/dxx − ) ïðîåêöèÿ ýòîé ñèëû ðàâíà 
2/dxxx

s
F

−∂
∂⋅− . Ðàâíî-

äåéñòâóþùàÿ ýòèõ ñèë, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿåòñÿ ïðèðàùåíèåì ïåðâîé ïðîèçâîäíîé íà

äëèíå áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà dx:

.
d 2/d2/d

2

2







∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

−+ xxxx x

s

x

s

m

F

t

s
(4.28)

Ðèñ. 4.8.
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Åñëè òåïåðü ó÷åñòü, ÷òî xm dd 1ρ=  ( 1ρ  � ïëîòíîñòü åäèíèöû äëèíû, èëè ëè-

íåéíàÿ ïëîòíîñòü øíóðà), òî (4.28) ïðèìåò âèä âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

.
2

2

1
2

2

x

sF

t

s

∂
∂

ρ
=

∂
∂

(4.29)

Ýòî âîëíîâîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì âòîðîãî çàêîíà

Íüþòîíà, â êîòîðîì óñêîðåíèå åäèíèöû äëèíû øíóðà è äåéñòâóþùàÿ íà íåãî ñèëà çàïè-

ñàíû â âèäå âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñìåùåíèÿ s ïî âðåìåíè è êîîðäèíàòå ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Åãî ðåøåíèå õîðîøî èçâåñòíî:

èì ìîæåò áûòü ëþáàÿ ôóíêöèÿ s(θ), àðãóìåíò êîòîðîé «ñêîíñòðóèðîâàí» â âèäå (4.26), à

ñêîðîñòü 
1

0 ρ
= F

c . Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Äëÿ ýòîãî âû÷èñ-

ëèì âòîðûå ïðîèçâîäíûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè ñî

ñëîæíûì àðãóìåíòîì 
0c

x
t m=θ :

;
1

d

d

d

d
   ;

d

d

d

d

0






⋅

θ
=

∂
∂θ⋅

θ
=

∂
∂

θ
=

∂
∂θ⋅

θ
=

∂
∂

c

s

x

s

x

ss

t

s

t

s
m (4.30)

.
1

d

d
   ;

d

d
2

0
2

2

2

2

2

2

2

2







⋅

θ
=

∂
∂

θ
=

∂
∂

c

s

x

ss

t

s
m (4.31)

Ïîäñòàâëÿÿ âòîðûå ïðîèçâîäíûå èç (4.31) â (4.29), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè

1
0 ρ

= F
c  óðàâíåíèå (4.29) òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåòñÿ, ò.å. ôóíêöèÿ s(θ) äåéñòâè-

òåëüíî ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì.

Âîëíîâîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ðàçíûõ

îáëàñòÿõ ôèçèêè ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

çàêîíîâ, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå ñèñòåì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû (ìåõàíè÷åñêèõ, ýëåêòðî-

ìàãíèòíûõ è äð.). Â îáùåì ñëó÷àå îíî îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå è èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä:

.
2

2

2

2

2

2
2

2

2








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

z

s

y

s

x

s
c

t

s
(4.32)

Ïîä s ìîæåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ ëþáàÿ êîëåáëþùàÿñÿ âåëè÷èíà: ñìåùåíèå, ñêî-

ðîñòü, ïëîòíîñòü, äàâëåíèå, ýëåêòðè÷åñêèé òîê, ýëåêòðè÷åñêîå íàïðÿæåíèå, íàïðÿæåí-

íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî è èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëåé è äð.

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî åñëè íàì óäàåòñÿ ïîëó÷èòü âîëíîâîå óðàâíåíèå (âûâå-

ñòè åãî) äëÿ êàêîãî-ëèáî ïðîöåññà, òî ñòîÿùèé ïåðåä âòîðûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðî-

èçâîäíûìè ìíîæèòåëü ñðàçó îïðåäåëÿåò êâàäðàò ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ñðåäå

áåç äèñïåðñèè. Ýòèì ïðèåìîì ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ âîëí ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Íèæå ìû òîæå òàê ïîñòóïèì, êîãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü

âîëíû â òâåðäûõ òåëàõ, æèäêîñòÿõ è ãàçàõ.
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Îòðàæåíèå âîëíû íà êîíöå øíóðà. Ìû óæå óïîìèíàëè â íà÷àëå ýòîé ëåêöèè,

÷òî âîëíà, äîñòèãíóâ êîíöà øíóðà, îòðàçèòñÿ. Õàðàêòåð ýòîãî îòðàæåíèÿ çàâèñèò îò óñ-

ëîâèé çàêðåïëåíèÿ êîíöà øíóðà (ãðàíè÷íûõ óñëîâèé).

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå áîëåå ïîäðîáíî ïðîöåññ îòðàæåíèÿ èìïóëüñà îò çàê-

ðåïëåííîãî êîíöà øíóðà.

Íà ðèñ. 4.9 ïîêàçàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòàäèè îòðàæåíèÿ èìïóëüñà òðåóãîëüíîé

ôîðìû, ãäå ïóíêòèðîì èçîáðàæåíû «ïàäàþùèé» è «îòðàæåííûé» èìïóëüñû. Åñëè äëèòåëü-

íîñòü èìïóëüñà ðàâíà èτ , òî åãî ïðîòÿæåííîñòü âäîëü ñòðóíû ðàâíà è0τc . Ïóñòü â ìîìåíò

âðåìåíè t = 0 îí äîáåæèò äî êîíöà ñòðóíû. Â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè øíóð áóäåò

âîçäåéñòâîâàòü íà êðîíøòåéí, ê êîòîðîìó ïðèêðåïëåí åãî êîíåö, ñ ïåðåìåííîé ñèëîé, ïåð-

ïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ èìïóëüñà. Ýòà ñèëà â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 íà÷èíà-

åò òÿíóòü êðîíøòåéí ââåðõ. Â òå÷åíèè âðåìåíè 2/0 èτ<< t  îíà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, è â

ìîìåíò âðåìåíè 2/èτ=t  ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà ñ òàêîé

æå ñèëîé êðîíøòåéí äåéñòâóåò âíèç íà êîíåö øíóðà. Â ìîìåíò âðåìåíè 2/èτ=t  øíóð

Ðèñ. 4.9.
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ñòàíîâèòñÿ ïðÿìûì. Îäíàêî ÷àñòü øíóðà äëèíîé cτè / 2 ïðîäîëæàåò äâèãàòüñÿ âíèç ïî èíåð-

öèè. Ïðè t > τè / 2 øíóð òÿíåò êðîíøòåéí âíèç, è ýòî äåéñòâèå ïðåêðàùàåòñÿ ïðè èτ=t .

Åñòåñòâåííî, ÷òî êðîíøòåéí âîçäåéñòâóåò íà êîíåö øíóðà ñ ñèëîé, íàïðàâëåííîé ââåðõ,

òîðìîçÿ äâèæåíèå åãî ýëåìåíòîâ âíèç. Îêîí÷àòåëüíî ïîïåðå÷íîå äåéñòâèå øíóðà íà êðîí-

øòåéí ïðåêðàòèòñÿ ïðè èτ>t , êîãäà ñôîðìèðóåòñÿ îòðàæåííûé èìïóëüñ, èìåþùèé ïðîòè-

âîïîëîæíóþ (ïî îòíîøåíèþ ê ïàäàþùåìó) ïîëÿðíîñòü.

Åñëè ïî øíóðó áåæèò ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà, òî ïî äîñòèæåíèè çàêðåïëåííîãî êîíöà

øíóðà âîçíèêàåò îáðàùåííàÿ îòðàæåííàÿ âîëíà. ×òîáû ó÷åñòü èçìåíåíèå åå ïîëÿðíîñòè, â

àðãóìåíò óðàâíåíèÿ îòðàæåííîé âîëíû äîáàâëÿþò ôàçîâûé ñäâèã ϕîòð = π. Ïîýòîìó ãîâîðÿò,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè îòðàæåíèè ôàçà âîëíû ñêà÷êîì ìåíÿåòñÿ íà π, èëè «òåðÿåòñÿ ïîëâîë-

íû». Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïðîèçâîëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñäâèã ôàçû ϕîòð ìîæåò ìåíÿòü-

ñÿ â èíòåðâàëå 0 ≤ ϕîòð ≤ π. Ïîÿñíèì ñêàçàííîå ïðîñòåéøèì ðàñ÷åòîì.

Ïóñòü ïî øíóðó áåæèò ãàðìîíè÷åñ-

êàÿ âîëíà. Äîñòèãíóâ êîíöà øíóðà

ïðè l=x , îíà áóäåò îòðàæàòüñÿ (ðèñ. 4.10).

Ñìåùåíèå ëþáîãî ó÷àñòêà, èìåþùåãî êî-

îðäèíàòó l≤x , îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóïåðïî-

çèöèÿ áåãóùåé è îòðàæåííîé âîëí:

].)2sin[)sin(),( îòð00 ϕ+−−ω+−ω= xtsxtstxs lk(k (4.33)

Â (4.33) ó÷òåíî, ÷òî îòðàæåííàÿ âîëíà, âî-ïåðâûõ, ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå «òóäà è

îáðàòíî», ðàâíîå l + (l � x) = 2l � x, è, âî-âòîðûõ, ïðèîáðåòàåò ñäâèã ôàçû ϕîòð ïðè åå

îòðàæåíèè. Ïðîâåäåì ñóììèðîâàíèå â (4.33) è ïîëó÷èì:

.
2

sin
2

)cos2),(
îòðîòð

0 






 ϕ
+−ω







 ϕ
+−= ll kk( txstxs (4.34)

Ïîëàãàåì, ÷òî àìïëèòóäà âîëíû 0s  îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè

è íå ìåíÿåòñÿ ïðè îòðàæåíèè.

Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñòîÿ÷åé âîëíû. Îñíîâíûå åå õàðàêòåðèñ-

òèêè ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ñëåäóþùèì:

1. Â ñòîÿ÷åé âîëíå âñå ó÷àñòêè øíóðà êîëåáëþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé ω  è â

ôàçå, îäíàêî àìïëèòóäà ýòèõ êîëåáàíèé ìåíÿåòñÿ âäîëü øíóðà, ò.å. ñòîÿ÷àÿ âîëíà ÿâëÿåò-

ñÿ ìîäîé êîëåáàíèé.

2. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé â ñòîÿ÷åé âîëíå ïîëó÷àåòñÿ èç (4.34) ðàâíîé:

.
2

)(cos2)(
îòð

0 






 ϕ
+−= xsxA lk  (4.35)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî íåêîòîðûå ó÷àñòêè øíóðà êîëåáëþòñÿ ñ àìïëè-

òóäîé, ðàâíîé 02s . Ýòî òàê íàçûâàåìûå «ïó÷íîñòè» ñòîÿ÷åé âîëíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ñóùåñòâóþò ó÷àñòêè, êîòîðûå îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè, ò.ê. äëÿ íèõ àìïëèòóäà À = 0.

Ýòî òàê íàçûâàåìûå «óçëû» ñòîÿ÷åé âîëíû.

Ðèñ. 4.10.

c
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c
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l

x
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0
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Íà ðèñ 4.11 èçîáðàæåíû

ñìåùåíèÿ ôðàãìåíòà ñòðóíû äëÿ

òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîâ

âðåìåíè 21  , tt  è 3t . Íåòðóäíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ñî-

ñåäíèìè óçëàìè, óêàçàííûìè òî÷êà-

ìè, ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïó÷íîñòÿìè, îòìå÷åííûìè êðåñòèêàìè,

è ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó .
2

λ=π=∆
k

x

3. Âñå ÷àñòè øíóðà, ëåæàùèå ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè óçëàìè, ñîâåðøàþò êîëå-

áàíèÿ â ôàçå. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç óçåë ôàçà êîëåáàíèé ñêà÷êîì èçìåíÿåòñÿ íà π, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ çíàêà )(xÀ .

4. Íà êîíöå øíóðà (x = l) àìïëèòóäà

2
cos2)(

îòð
0

ϕ
= sA l . (4.36)

Äëÿ çàêðåïëåííîãî êîíöà øíóðà 0)( =lÀ  è π=ϕîòð . Íà ðèñ. 4.10 ïîêàçàí ó÷àñòîê

â ïîëâîëíû, êîòîðûé «òåðÿåòñÿ» ïðè òàêîì îòðàæåíèè. Ðàñïîëîæåííàÿ ïðàâåå ýòîãî ó÷àñòêà

÷àñòü âîëíû, èçîáðàæåííàÿ ïóíêòèðîì â îáëàñòè l>x , ïîñëå ïîâîðîòà íàïðàâëåíèÿ ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ êàê ðàç è áóäåò ÿâëÿòüñÿ âîëíîé, îòðàæåííîé â çàêðåïëåííîé òî÷êå l=x .

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îòðàæåíèþ âîëíû îò ñâîáîäíîãî êîíöà øíóðà. Òåõíè÷åñêè

ýòî ìîæíî ðåàëèçîâàòü, åñëè êîíåö øíóðà ïðèâÿçàòü ê òîíêîé è ëåãêîé íèòè, êîòîðàÿ

ñëóæèò ëèøü äëÿ ñîçäàíèÿ íàòÿæåíèÿ øíóðà ñ ñèëîé F.

Ïðîöåññ îòðàæåíèÿ òðåóãîëüíîãî èìïóëüñà îò ñâîáîäíîãî êîíöà øíóðà ïîêàçàí

íà ðèñ. 4.12. Îáðàùàþò íà ñåáÿ âíèìàíèå äâà îáñòîÿòåëüñòâà:

1. Îòðàæåííûé èìïóëüñ ñîõðàíÿåò òó æå ïîëÿðíîñòü, ÷òî è ïàäàþùèé. Ýòî ñâÿ-

çàíî ñ òåì, ÷òî ïðè äâèæåíèè ñâîáîäíûé êîíåö áóäåò òÿíóòü ââåðõ ïðèëåãàþùèå ê íåìó

ñëåâà ó÷àñòêè øíóðà, è, â ðåçóëüòàòå, áóäåò âîçáóæäåí îòðàæåííûé èìïóëüñ, â êîòîðîì

ýëåìåíòû øíóðà òàêæå ñìåùåíû ââåðõ. Â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû îòðàæåííàÿ âîë-

íà íàõîäèòñÿ â ôàçå ñ ïàäàþùåé. Îáðàçóþùàÿñÿ ñòîÿ÷àÿ âîëíà áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâ-

íåíèåì (4.34), â êîòîðîì 0îòð =ϕ .

2. Êîíåö øíóðà ñîâåðøàåò «âçìàõ», âåëè÷èíà êîòîðîãî âäâîå ïðåâûøàåò àìïëèòóäó

èìïóëüñà â åãî ñåðåäèíå. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû íà êîíöå øíóðà )( l=x  îáðàçóåòñÿ ïó÷-

íîñòü ñòîÿ÷åé âîëíû. Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (4.36), â êîòîðîé ñëåäóåò ïîëîæèòü 0îòð =ϕ .

Âîçáóæäåíèå ñòîÿ÷èõ âîëí â øíóðå. Ìîäû êîëåáàíèé. Ïóñòü êðîíøòåéí, ê

êîòîðîìó ïðèâÿçàí ëåâûé êîíåö øíóðà, ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

tts ωξ= sin)( 0 , ãäå 0ξ  � î÷åíü ìàëàÿ àìïëèòóäà. Ïîýòîìó ëåâûé êîíåö øíóðà ìîæíî

ñ÷èòàòü çàêðåïëåííûì. Ïî øíóðó ïîáåæèò ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà (ðèñ. 4.13), êîòîðàÿ ïîñëå

îòðàæåíèÿ îò ïðàâîãî çàêðåïëåííîãî êîíöà ïðèîáðåòåò ñäâèã ôàçû, ðàâíûé π. Äîáåæàâ

äî ëåâîãî êîíöà, îíà åùå ðàç îòðàçèòñÿ, à ñäâèã ôàçû ñòàíåò ðàâíûì 2π.

Ðèñ. 4.11.
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Äâóêðàòíî îòðàæåííàÿ âîëíà íàëîæèòñÿ íà ïîñòîÿííî áåãóùóþ âïðàâî ãàð-

ìîíè÷åñêóþ âîëíó. Åñëè ñäâèã ôàçû êîëåáàíèé ó ýòèõ âîëí áóäåò êðàòíûì âåëè÷èíå

π2 , òî ðåçóëüòàòîì íàëîæåíèÿ áóäåò âîëíà, àìïëèòóäà êîòîðîé ïðåâûøàåò àìïëèòó-

äó 0ξ  èñõîäíîé áåãóùåé âîëíû. Òàêèì îáðàçîì, áåãóùàÿ âîëíà óñèëèòñÿ. Åñëè áû

íå áûëî ïîòåðü ýíåðãèè, òî íàðàñòàíèå àìïëèòóäû ïðè ìíîãîêðàòíîì îòðàæåíèè

áûëî áû íåîãðàíè÷åííûì. Îäíàêî ïîòåðè, êàê ìû íå ðàç âèäåëè, òàêæå óâåëè÷àòñÿ

ñ ðîñòîì àìïëèòóäû. Ïîýòîìó êîëåáàíèÿ óñòàíîâÿòñÿ: â ñèñòåìó áóäåò çàêà÷àíî íå-

êîòîðîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, à äàëüíåéøèé ïðèòîê åå áóäåò ðàâåí äèññèïàöèè.

Îïðåäåëèì ÷àñòîòó

âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ω , ñ êîòî-

ðîé ñëåäóåò äâèãàòü ëåâûé êðîí-

øòåéí, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìàêñè-

ìàëüíîå óñèëåíèå âîëíû. Ïî-

ñêîëüêó áåãóùàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ

âîëíà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

íàáîð ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîìÐèñ. 4.13.

l

c
0

0 A

s

Ðèñ. 4.12.
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ñî ñêîðîñòüþ 0ñ  èìïóëüñîâ ðàçíîé ïîëÿðíîñòè, òî ìû ïðîñëåäèì çà óñèëåíèåì ëþáîãî èç

íèõ (íàïðèìåð, çàøòðèõîâàííîãî íà ðèñ. 4.13). Âðåìÿ äâèæåíèÿ èìïóëüñà (äëÿ îïðåäåëåííî-

ñòè òî÷êè À â åãî íà÷àëå) ïî øíóðó òóäà è îáðàòíî ðàâíî 0/2 ct l=∆ . Ó÷òåì äàëåå, ÷òî ïîñëå

äâóõ îòðàæåíèé ýòîò èìïóëüñ äâà ðàçà îáðàòèòñÿ. Äëÿ åãî óñèëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû â ìî-

ìåíò t = ∆t ëåâûé êîíåö øíóðà ïðîõîäèë ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è äâèãàëñÿ ïðè ýòîì ââåðõ:

.)cos()(

,0)sin()(

00

0

ωξ+=∆ωωξ=∆
=∆ωξ=∆
tts

tts

&
(4.37)

Ïîýòîìó ÷àñòîòà ω  äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

,2 ptp π=∆ω (4.38)

ãäå p = I, II, III, ... .

Îòñþäà

.0 p
c

p
l

π
=ω (4.39)

Êîíôèãóðàöèþ êîëåáëþùåéñÿ ñòðóíû íà ÷àñòîòàõ (4.39) ìîæíî ëåãêî íàðèñîâàòü,

êîãäà àìïëèòóäû áåãóùåé è îòðàæåííîé

âîëí íå ìåíÿþòñÿ âäîëü øíóðà è ðàâíû ìåæ-

äó ñîáîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî áóäóò ñòîÿ÷èå

âîëíû, ðàññìîòðåííûå íàìè âûøå è ñîîò-

âåòñòâóþùèå îäèíàêîâûì ãðàíè÷íûì óñëî-

âèÿì: íà îáîèõ êîíöàõ øíóðà äîëæíû áûòü

óçëû ñìåùåíèÿ.

Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñ. 4.14 èçîáðà-

æåíû òðè âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè øíó-

ðà â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ñìåùåíèÿ ýëå-

ìåíòîâ øíóðà ìàêñèìàëüíû. Êîëåáàíèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì êîíôèãóðàöèÿì, ÿâ-

ëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè êîëåáàíèÿìè (ìîäà-

ìè), à ÷àñòîòû ωI, ωII, ωIII � íîðìàëüíûìè

÷àñòîòàìè. Åñëè äåéñòâèå âíåøíåé ñèëû ïðåêðàòèòñÿ, òî ýòè êîëåáàíèÿ áóäóò ïðîäîëæàòü-

ñÿ êàê ñîáñòâåííûå, ïîêà íå çàòóõíóò.

Óñëîâèå (4.39) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå íàãëÿäíîì âèäå, åñëè ïåðåéòè îò

÷àñòîòû pω  ê äëèíå âîëíû pp c ωπ=λ /2 0 :

2
p

p
λ

=l . (4.40)

Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿõ íà äëèíå øíóðà äîëæíî óêëàäû-

âàòüñÿ öåëîå ÷èñëî ïîëóâîëí. Ëåãêî òåïåðü âèäåòü, ÷òî êàæäàÿ èç ìîä ìîæåò áûòü âîç-

áóæäåíà, åñëè ïðèêëàäûâàòü ñèëó íóæíîé ÷àñòîòû ê ëþáîìó ó÷àñòêó øíóðà, çà èñêëþ÷å-

íèåì òåõ, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ óçëàìè äàííîé ìîäû.

Ðèñ. 4.14.
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Âèäîèçìåíèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

è ñäåëàåì îáà êîíöà øíóðà ñâîáîäíûìè

(ïðèâÿæåì èõ ê íàòÿíóòûì ëåãêèì íèòÿì).

Ïîäñ÷èòàåì ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû,

íà êîòîðûõ âîçáóæäàþòñÿ ñòîÿ÷èå âîëíû

(ìîäû). Ó÷òåì, ÷òî ïîñëå äâóõ îòðàæåíèé

èìïóëüñ íå ìåíÿåò ñâîþ ïîëÿðíîñòü, ïî-

ýòîìó óñëîâèå (4.40) îñòàíåòñÿ ïðåæíèì.

Íà ðèñ. 4.15 ïîêàçàíû êîíôèãó-

ðàöèè ìîä äëÿ øíóðà ñî ñâîáîäíûìè êîí-

öàìè. Âèäíî, ÷òî ïðè íîðìàëüíûõ êîëå-

áàíèÿõ íà äëèíå øíóðà òàêæå äîëæíî óê-

ëàäûâàòüñÿ öåëîå ÷èñëî ïîëóâîëí, íî òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû íà êîíöàõ øíóðà

áûëè ïó÷íîñòè.

Çàêðåïèì òåïåðü òîëüêî ëåâûé êîíåö øíóðà è áóäåì äâèãàòü êðîíøòåéí ñ ìàëîé

àìïëèòóäîé 0ξ . Óñëîâèå îïòèìàëüíîãî âîçáóæäåíèÿ ñòîÿ÷èõ âîëí (ìîä) ïîëó÷àåòñÿ èç

òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî èìïóëüñ îáðàùàåòñÿ òîëüêî ïðè îòðàæåíèè îò ëåâîãî êîíöà øíó-

ðà. Äëÿ óñèëåíèÿ èìïóëüñà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ëåâûé êîíåö â ìîìåíò âðåìåíè tt ∆=
äâèãàëñÿ âíèç, ïðîõîäÿ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ:

.)cos()(

,0)sin()(

00

0

ωξ−=∆ωωξ=∆
=∆ωξ=∆
tts

tts

&
(4.41)

Ïîýòîìó ÷àñòîòà ω äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

,)12( π−=∆ω ptp (4.42)

ãäå p = I, II, III, ...

Îòñþäà

).12(
2

0 −
π

=ω p
c

p
l

(4.43)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñòàíîâèòñÿ áîëåå íàãëÿäíûì, åñëè ïåðåéòè ê äëèíå âîëíû pλ :

,
4

)12(
p

p
λ

−=l (4.44)

ãäå ...  III, II, I,=p .

Ñîîòâåòñòâóþùèå òðè íèçøèå ìîäû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4.16. Î÷åâèäíî, ÷òî

ýòî áóäóò ñòîÿ÷èå âîëíû, îòâå÷àþùèå ðàçíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: íà ëåâîì êîíöå

äîëæåí áûòü óçåë, à íà ïðàâîì � ïó÷íîñòü. Íà äëèíå øíóðà ïðè ýòîì óêëàäûâàåòñÿ

íå÷åòíîå ÷èñëî ÷åòâåðòåé äëèí âîëí.

Çàìå÷àíèå. Ïðè âîçáóæäåíèè ìîäû ìû çàäàâàëè çàêîí äâèæåíèÿ çàêðåïëåííîãî

êîíöà øíóðà â âèäå tts ωξ= sin)( 0 , ÷òî ìîæåò âûçâàòü ó ÷èòàòåëÿ íåêîòîðîå íåäîóìåíèå �

êàê ìîæåò äâèãàòüñÿ çàêðåïëåííûé êîíåö? Îäíàêî àìïëèòóäà êîëåáàíèé 0ξ  îáû÷íî çíà÷è-

w
I

w
II

w
III

l
I

2

l
II

2

l
III

2

Ðèñ. 4.15.
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òåëüíî ìåíüøå àìïëèòóäû êîëåáàíèé

â ïó÷íîñòÿõ, ïîýòîìó íåçíà÷èòåëüíî

âèáðèðóþùèé êîíåö øíóðà ìîæåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ, êàê íåïîäâèæíûé.

Âîëíû â óïðóãèõ òåëàõ. Êàê

ìû âèäåëè, ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-

äó ñîñåäíèìè êîëåáëþùèìèñÿ ýëåìåí-

òàìè øíóðà îáåñïå÷èâàþò ðàñïðîñòðà-

íåíèå â íåì âîëí. Â óïðóãèõ òåëàõ òàêèå

ñèëû ñâîäÿòñÿ ê êàñàòåëüíûì è íîðìàëü-

íûì íàïðÿæåíèÿì, âîçíèêàþùèì ïðè

äåôîðìàöèÿõ ñäâèãà è ðàñòÿæåíèÿ (ñæà-

òèÿ). Ýòèì äåôîðìàöèÿì ñîîòâåòñòâóþò

2 òèïà âîëí: ïîïåðå÷íûå è ïðîäîëüíûå.

Ðàññìîòðèì ýòè âîëíû ïî îòäåëüíîñòè.

Ïîïåðå÷íûå âîëíû. Åñëè ïî ñòåðæíþ, èçãîòîâëåííîìó èç óïðóãîãî ìàòåðèà-

ëà, óäàðèòü ìîëîòêîì â åãî ñðåäíåé ÷àñòè (ðèñ. 4.17), òî ê åãî êîíöàì ïîáåãóò èìïóëüñû,

êàê ýòî èìåëî ìåñòî â øíóðå ñ ãðóçàìè, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 4.1. Îäíàêî ïîïåðå÷íûå

ñìåùåíèÿ ÷àñòèö ñòåðæíÿ áóäóò íåçàìåòíû äëÿ ãëàçà, ïîýòîìó äëÿ ðåãèñòðàöèè áåãó-

ùèõ ïî ñòåðæíþ âîçìóùåíèé òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû.

Ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ âîëí ìåõàíè÷åñêîé ïðèðîäû â ñïëîøíîé ñðåäå îòñóòñòâó-

åò, òî ñêîðîñòü èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Íà ðèñ. 4.18 ïîêàçàí ôðàãìåíò êîëåáëþùåãîñÿ ñòåðæíÿ. Íà ñðåäíèé ýëåìåíò

äëèíîé dx äåéñòâóþò êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ (ñëåâà )(xτσ  è ñïðàâà )d( xx +στ ), âåëè-

÷èíû êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëüíû äåôîðìàöèÿì ñäâèãà ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ:

.)d(tg)d(

,)(tg)(

dxx

x

x

s
GxxGxx

x

s
GxGx

+
τ

τ

∂
∂=+γ=+σ

∂
∂=γ=σ

(4.45)

Çäåñü G � ìîäóëü ñäâèãà, γ � óãîë ñäâèãà.

Ðèñ. 4.16.

w
I

w
II

w
III

l
I

4

l
II

4

l
III

4

Ðèñ. 4.17. Ðèñ. 4.18.

0

s

x� x  d x x +d x x

s
t
( +d )x x  

s
t
( )x
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Åñëè ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ðàâíà S, òî ìàññà ýëåìåíòà

xSm dd ρ=  (ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå åãî äâèæåíèÿ ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â âèäå:

.d
d

2

2

S
x

s

x

s
G

t

s
xS

xxx






∂
∂−

∂
∂=

∂
∂ρ

+
(4.46)

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè (4.46) íà S è dx, ïîëó÷àåì âîëíîâîå óðàâíåíèå

.
2

2

2

2

x

sG

t

s

∂
∂

ρ
=

∂
∂

(4.47)

Åãî ðåøåíèåì, êàê ìû óæå îòìå÷àëè âûøå, ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ àðãó-

ìåíòà cxt /m=θ :






=θ=

c

x
tsstxs m)(),( , (4.48)

à ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû

ρ
= G

c . (4.49)

Ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ è îòðàæåíèÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí â ñòåðæíå ïîëíîñ-

òüþ àíàëîãè÷íû òàêîâûì â îäíîðîäíîì íàòÿíóòîì øíóðå, ïîýòîìó ìû èõ ðàññìàòðèâàòü

íå áóäåì. Ñêîíöåíòðèðóåì âíèìàíèå íà çàêîíîìåðíîñòÿõ ïåðåíîñà ìåõàíè÷åñêîé ýíåð-

ãèè áåãóùåé âîëíîé.

Ýíåðãèÿ, ïåðåíîñèìàÿ âîëíîé. Â ëåêöèè ïî äåôîðìàöèÿì óïðóãèõ òâåðäûõ

òåë ìû îòìå÷àëè, ÷òî ïðè äåôîðìàöèè ñäâèãà â åäèíèöå îáúåìà òåëà çàïàñàåòñÿ ïîòåí-

öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

,
2

1

2

1
2

2 






∂
∂=γ=γ x

s
GGw (4.50)

íàçûâàåìàÿ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè äåôîðìàöèè ñäâèãà. Â (4.50) ïîëàãàåì

x

s
tg

∂
∂=γ≈γ .

Ïîìèìî ýòîãî, åäèíèöà îáúåìà ñ ìàññîé, ðàâíîé ρ , è êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòüþ

ts ∂∂= /v  èìååò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ

.
2

1

2

1
2

2 






∂
∂ρ=ρ=

t

s
w v
v

(4.51)

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà ðàâíà

.
2

1
22



















∂
∂ρ+







∂
∂=+= γ t

s

x

s
Gwww

v
(4.52)

Ïîêàæåì, ÷òî â áåãóùåé âîëíå (4.48) 
v

ww =γ . Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå:

.1
d

d

d

d
   ;

1

d

d

d

d ⋅
θ

=
∂
∂θ

θ
=

∂
∂








θ
=

∂
∂θ

θ
=

∂
∂ s

t

s

t

s

c

s

x

s

x

s
m (4.53)
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Èç (4.53) ïîëó÷àåì

,
1

t

s

cx

s

∂
∂⋅=

∂
∂

m  èëè .
c

v

m=γ (4.54)

Îòìåòèì, ÷òî â áåãóùåé âîëíå äåôîðìàöèè γ êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà ïðîïîðöèî-

íàëüíû åãî êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòè v.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò ëåâîå ðàâåíñòâî (4.54), äåëÿ åãî ïîïîëàì è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ρ= /2 Gc , ïîëó÷àåì

22

2

1

2

1







∂
∂ρ=







∂
∂

t

s

x

s
G , èëè 

v
ww =γ . (4.55)

Ðàâåíñòâî âåëè÷èí γw  è 
v

w  ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïîëíóþ ïëîòíîñòü ýíåðãèè w â âèäå:

v
www 22 == γ . (4.56)

Ïîñêîëüêó âîëíà äâèæåòñÿ, òî îíà îñóùåñòâëÿåò ïåðåíîñ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.

Òàê, íàïðèìåð, çà âðåìÿ t∆  ÷åðåç ïëîùàäêó åäèíè÷íîé ïëîùàäè, çàøòðèõîâàí-

íóþ íà ðèñ. 4.19, áóäåò ïåðåíåñåíà ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ

twcW ∆=∆ . (4.57)

Â ôèçèêå èñïîëüçóþò ïîíÿòèå ïëîòíîñòè ïîòîêà

ýíåðãèè, îïðåäåëÿåìîé êîëè÷åñòâîì ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîé

âîëíîé çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó,

ïåðïåíäèêóëÿðíóþ íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.

Ñîãëàñíî (4.57), ýòà ïëîòíîñòü ðàâíà

wc
t

W
J =

∆
∆= (4.58)

è èìååò ðàçìåðíîñòü ñ)ì/(Äæ][ 2 ⋅=J .

Åñëè ïëîùàäêà èìååò ïëîùàäü dS, à åå íîðìàëü n ñî-

ñòàâëÿåò ñ íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû (îñüþ Oõ) óãîë

α (ðèñ. 4.20), òî êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîå âîëíîé ÷å-

ðåç ýòó ïëîùàäêó çà åäèíèöó âðåìåíè (ïîòîê ýíåðãèè) ðàâåí

α⋅=Φ cosdd Swc . (4.59)

Ïðîôåññîðîì Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà Í.À. Óìîâûì â 1874 ã. áûë ââåäåí âåê-

òîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè

cJ w= , (4.60)

ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå âåêòîðà Óìîâà. Ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì ïîòîê dΦ ìîæåò áûòü

çàïèñàí â âèäå

α=⋅=Φ cosddd SJSJ , (4.61)

ãäå nS ⋅= Sdd .

Ñ ïîäîáíûì ïðåäñòàâëåíèåì ïîòîêà âåêòîðà ñêîðîñòè ìû âñòðå÷àëèñü ïðè èçó-

÷åíèè äâèæåíèÿ æèäêîñòåé.

Ðèñ. 4.19.
c tD

c

x

w

Ðèñ. 4.20.

dS n

c x

a
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Óäîáñòâî âåêòîðà Óìîâà ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî îùóòèìûì, êîãäà âîëíà ðàñïðîñ-

òðàíÿåòñÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ ïîâåð-

õíîñòü S âûðàæàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî ýòîé ïîâåðõíîñòè:

∫ ⋅=Φ
S

SJ d . (4.62)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà áóäåò èñïîëüçîâàíà íèæå.

Ïîäñ÷èòàåì ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå âåêòîðà Óìîâà äëÿ áåãóùåé âäîëü ñòåð-

æíÿ ïîïåðå÷íîé ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû

)sin(),( 0 xtstxs k−ω= . (4.63)

Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè (ñóììà ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé) ðàâíà

)(cos222
0

2

xts
t

s
w k−ωωρ=







∂
∂ρ= . (4.64)

Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìå-

íè îíà ðàñïðåäåëåíà âäîëü ñòåðæíÿ

òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.21. Ñ òå÷å-

íèåì âðåìåíè ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñìå-

ùàåòñÿ âäîëü îñè Oõ ñî ñêîðîñòüþ ñ.

Ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè ÷åðåç ëþ-

áîå ñå÷åíèå x = const áóäåò ïåðèîäè-

÷åñêè âîçðàñòàòü îò íóëÿ äî ìàêñè-

ìàëüíîé âåëè÷èíû 22
0 ωρs . Ïîýòîìó óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì J çà ïåðè-

îä ωπ= /2T . Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ áåãóùåé âîëíû è ðàâíà

∫ ρω==
T

scJdt
T

I
0

2
0

2 .
2

11 (4.65)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó àìïëèòóäû.

Â ñòîÿ÷åé âîëíå íåò ïåðåíîñà ýíåðãèè, ò. ê. îíà ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé äâóõ

áåãóùèõ âîëí, ïåðåíîñÿùèõ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè â ïðîòèâîïîëîæíûõ íà-

ïðàâëåíèÿõ. Îäíàêî, ëîêàëüíîå äâèæåíèå ýíåðãèè â îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå ìåæ-

äó ñîñåäíèìè óçëàìè âñå æå ïðîèñõîäèò. Â ñàìîì äåëå, çàïèøåì óðàâíåíèå ñòîÿ÷åé

âîëíû (4.34), îïóñòèâ â íåì ïîñòîÿííûå ôàçîâûå äîáàâêè 2/îòðϕ  è lk :

.sincos2),( 0 txstxs ω= k (4.66)

Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè äåôîðìàöèè ñäâèãà ðàâíà:

,sinsin2
2

1 2222
0

2

txGs
x

s
Gw ω=







∂
∂=γ kk (4.67)

à îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âûðàæàåòñÿ êàê:

txGstxs
t

s
w ω=ωρω=







∂
∂ρ= 2222

0
2222

0

2

coscos2coscos2
2

1
kkk

v
, (4.68)

ïîñêîëüêó 
ρ

=ω= G
c

2

2
2

k
.

Ëîêàëüíîå äâèæåíèå ýíåðãèè íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ðèñ. 4.22, íà êîòîðîì ïîêà-

çàí ôðàãìåíò ñòîÿ÷åé âîëíû â ìîìåíòû âðåìåíè 01 =t  è 4/12 Ttt +=  (à) è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ðàñïðåäåëåíèÿ γw (á) è vw (â).

Ðèñ. 4.21.
x

c

w

r ws
0

22

0
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Âèäíî, ÷òî ïðè 1tt = , êîãäà ýëå-

ìåíòû ñòåðæíÿ ïðîõîäÿò ïîëîæåíèå ðàâ-

íîâåñèÿ è èìåþò ìàêñèìàëüíûå ñêîðîñ-

òè, äåôîðìàöèÿ îòñóòñòâóåò )0( =γw , à

âñÿ ýíåðãèÿ çàïàñåíà â âèäå êèíåòè÷åñ-

êîé ýíåðãèè 
v

w  è ëîêàëèçîâàíà âáëèçè

ïó÷íîñòè. Îäíàêî ÷åðåç ÷åòâåðòü ïåðèî-

äà êîëåáàíèé ÷àñòèöû ñòåðæíÿ ñìåñòÿò-

ñÿ íà ìàêñèìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ è îñòà-

íîâÿòñÿ )0( =
v

w . Ýíåðãèÿ áóäåò çàïàñå-

íà â âèäå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè γw  è ëî-

êàëèçîâàíà âáëèçè óçëîâ. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ýíåðãèÿ èç îáëàñòè âáëèçè ïó÷íîñòè

çà ÷åòâåðòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ïåðåòåêà-

åò â îáå ñòîðîíû ïî íàïðàâëåíèþ ê óçëàì.

Çàòåì îíà äâèæåòñÿ â îáðàòíîì íàïðàâ-

ëåíèè, è ýòîò ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ìíî-

ãîêðàòíî. Ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç óçëû îòñóòñòâóåò. Ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå ïîòî-

êà ýíåðãèè ÷åðåç ëþáîå ñå÷åíèå x = const áóäåò ðàâíî íóëþ )0( =I .

Ïðîäîëüíûå âîëíû. Òàêèå âîëíû ìîãóò áûòü âîçáóæäåíû óäàðîì ìîëîòêà ïî îäíî-

ìó èç òîðöîâ óïðóãîãî ñòåðæíÿ. Âîçìóùåíèå, ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ âäîëü ñòåðæíÿ, âèçóàëü-

íî íåçàìåòíî, îäíàêî îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè òàêîãî âîëíîâîãî ïðîöåññà ìîæíî ñìîäåëè-

ðîâàòü, åñëè âìåñòî ñòåðæíÿ èñïîëüçîâàòü äëèííóþ ïðóæèíó ñ áîëüøèì äèàìåòðîì âèòêîâ

(ðèñ. 4.23). Åñëè ýòó ïðóæèíó ïîäâåñèòü ãîðèçîíòàëüíî íà íåñêîëüêèõ íèòÿõ (íå ïîêàçàííûõ

íà ðèñóíêå) è ðåçêî óäàðèòü ëàäîíüþ ïî ëåâîìó òîðöó, òî ïî íåé ïîáåæèò èìïóëüñ ñæàòèÿ ñ

íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ c. Íà ðèñ. 4.23à ýòîò èìïóëüñ èìååò äëèíó èτc  ( èτ  � äëèòåëüíîñòü

èìïóëüñà, ðàâíàÿ äëèòåëüíîñòè óäàðà). Äîáåæàâ äî ïðàâîãî êîíöà ïðóæèíû, îí îòðàçèòñÿ,

ïðè ýòîì, åñëè êîíåö çàêðåïëåí (ðèñ. 4.23á),

òî îòðàæåííûé èìïóëüñ áóäåò òàêæå èìïóëü-

ñîì ñæàòèÿ. Åñëè ïðàâûé êîíåö ñâîáîäåí, òî

îòðàæåííûé èìïóëüñ áóäåò èìïóëüñîì ðàñòÿ-

æåíèÿ (ðèñ. 4.23â). Îí âîçíèêàåò â ìîìåíò ñìå-

ùåíèÿ âïðàâî ñâîáîäíîãî êîíöà ïðóæèíû, êîã-

äà äî íåãî äîáåæèò èìïóëüñ ñæàòèÿ. Ýòà ñèòó-

àöèÿ íàïîìèíàåò ñìåùåíèå ñâîáîäíîãî êîíöà

øíóðà. Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå

ñìåùåíèÿ âèòêîâ ïðóæèíû ïðîèñõîäÿò âäîëü

íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ïîýòî-

ìó âîëíà íàçûâàåòñÿ ïðîäîëüíîé.

Ðèñ. 4.22.

x
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s

w
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w
v

0

0
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t
1

t
2

t
2

t
2

à)

á)

â)

Ðèñ. 4.23.
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è
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è

c

c

c
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á)
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Ðàññìîòðèì òåïåðü

ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñîâ

ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ â ñòåðæíå.

Ìûñëåííî ðàçîáüåì

ñòåðæåíü íà ðÿä ýëåìåíòîâ äëè-

íîé dx êàæäûé. Ïðè ðàñïðîñò-

ðàíåíèè ïðîäîëüíîé âîëíû êîíöû êàæäîãî ýëåìåíòà, îòìå÷åííûå íà ðèñ. 4.24 ñïëîøíû-

ìè ëèíèÿìè, áóäóò ñìåùåíû â íîâûå ïîëîæåíèÿ, îòìå÷åííûå ïóíêòèðîì. Ýòè ñìåùåíèÿ

s áóäåì ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûìè, åñëè îíè ïðîèñõîäÿò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè

îñè Oõ, è îòðèöàòåëüíûìè � â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü ëåâûé êîíåö íåêîòîðîãî ýëåìåíòà, èìåþùèé êîîðäèíàòó õ, ñìåñòèëñÿ â äàí-

íûé ìîìåíò âðåìåíè t íà ðàññòîÿíèå ),( txs , à ïðàâûé êîíåö � íà ),d( txxs + . Äåôîðìàöèÿ

ðàñòÿæåíèÿ (ñæàòèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì óäëèíåíèåì ýëåìåíòà dx:

.
d

),(),d(
),(

x

s

x

txstxxs
tx

∂
∂=−+=ε (4.69)

Îòìåòèì, äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò 0>ε , à ñæàòèÿ � 0<ε .

Â îòëè÷èå îò ïîïåðå÷íîé âîëíû, ïðè ðàñòÿæåíèè (ñæàòèè) óìåíüøàåòñÿ (óâåëè-

÷èâàåòñÿ) ïëîòíîñòü ñðåäû ρ. Åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

.||  ; 00 ρ<<δρδρ+ρ=ρ (4.70)

Çäåñü δρ  � ìàëàÿ äîáàâêà ê ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòè 0ρ , ïðè÷åì δρ  ìîæåò áûòü êàê

ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé. Ñ ó÷åòîì ïîñòîÿíñòâà ìàññû äåôîðìèðóåìîãî ýëå-

ìåíòà dx ìîæåì çàïèñàòü

ρ ρ δρ ρ δρ ε0 0 0 1d d d dx x s x x t s x t x= + + + − = + +( )[ ( , ) ( , )] ( ) ( ) . (4.71)

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðåíåáðåãàÿ ìàëîé âåëè÷èíîé δρ⋅ε , íàõîäèì

.
0

ε−=
ρ
δρ

(4.72)

Ðèñ. 4.24.
x xx+ x 

 

d

s x t( , ) s x+ x t( d , )  

Ðèñ. 4.25.
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Ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ t ïîñëå óäàðà ïî òîðöó ñòåðæíÿ (èëè ïîñëå ðåçêîãî îòòÿãèâà-

íèÿ ýòîãî òîðöà) ðàñïðåäåëåíèå ñìåùåíèé s, äåôîðìàöèé ε è âîçìóùåíèé ïëîòíîñòè δρ  â

áåãóùèõ èìïóëüñàõ ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ áóäóò èìåòü âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 4.25. Ïóíêòè-

ðîì ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ âåëè÷èí â îäèí èç ïîñëåäóþùèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè.

Óðàâíåíèå âîëíû, áåãóùåé âäîëü îñè Oõ, â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååò âèä

)./(),( cxtstxs −=  Ïî àíàëîãèè ñ (4.54) äåôîðìàöèÿ xs ∂∂=ε /  è êîëåáàòåëüíàÿ ñêîðîñòü

ts ∂∂= /v  ýëåìåíòà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

t

s

cx

s

∂
∂−=

∂
∂ 1

, èëè 
c

v−=ε . (4.73)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â èìïóëüñå ñæàòèÿ )0( <ε  ñêîðîñòü

v ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñ, à â èìïóëüñå

ðàñòÿæåíèÿ îíè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ.

Ðàññ÷èòàåì ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëü-

íûõ âîëí. Íà ðèñ. 4.26 èçîáðàæåí ôðàãìåíò ñòåðæíÿ è

ïîêàçàí åãî ýëåìåíò dx, ê êîíöàì êîòîðîãî ïðèëîæåíû

íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ nσ . Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëå-

ìåíòà ñ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ðàâíûì S èìååò âèä:

d dm
s

t
S x x t x tn n

∂
∂

σ σ
2

2
= + −[ ( , ) ( , )] , (4.74)

ãäå xSm dd 0ρ= . ×òîáû (4.74) ïðåîáðàçîâàòü ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ, íåîáõîäèìî ñâÿ-

çàòü íàïðÿæåíèÿ nσ  ñ äåôîðìàöèÿìè ýëåìåíòîâ ñòåðæíÿ. Íàèáîëåå ïðîñòî ýòî ìîæíî

ñäåëàòü äëÿ òîíêîãî ñòåðæíÿ.

Ñêîðîñòü âîëí â òîíêîì ñòåðæíå. Åñëè ñòåðæåíü òîíêèé, òî äåôîðìàöèè è

íàïðÿæåíèÿ âäîëü êîîðäèíàòû õ ñâÿçàíû èçâåñòíûì çàêîíîì Ãóêà:

;),(
x

n x

s
Etx

∂
∂=σ

xx
n x

s
Etxx

d

),d(
+∂

∂=+σ , (4.75)

ãäå Å � ìîäóëü Þíãà.

Ïîäñòàâëÿÿ (4.75) â (4.74) è ïðîèçâîäÿ äåëåíèå íà xSd0ρ , ïîëó÷àåì âîëíî-

âîå óðàâíåíèå:

.
2

2

0
2

2

x

sE

t

s

∂
∂

ρ
=

∂
∂ (4.76)

Ñêîðîñòü ïðîäîëüíûõ âîëí ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé

.
0ρ

= E
c (4.77)

Ýòà ñêîðîñòü ïðåâûøàåò ñêîðîñòü ïîïåðå÷íûõ âîëí (ñì. ôîðìóëó (4.49)), ïî-

ñêîëüêó .GE >  Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû îáå ñêîðîñòè ñîâïàäàþò è äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðè-

àëîâ ïðåèìóùåñòâåííî ëåæàò â äèàïàçîíå )1010(~ 43 ÷c  ì/c.

Ðèñ. 4.26.

sn( , )x t sn( +d , )x x t
 

 

xx+ x 

 dx
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Ñêîðîñòü âîëí â òîëñòîì ñòåðæíå. Ïóñòü âäîëü îñè òîëñòîãî ñòåðæíÿ

(îñè õ) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà, ïðè ýòîì êîëåáëþòñÿ ýëåìåíòû ñòåð-

æíÿ, íàõîäÿùèåñÿ âáëèçè åãî îñè.

Îäèí èç òàêèõ ýëåìåíòîâ ïîêàçàí íà ðèñ. 4.27. Ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíî-

ãî íàïðÿæåíèÿ 1σ  îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå 1ε  îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì óðàâíåíèåì

(1.27), ïðèâåäåííûì â ëåêöèè ïî ìåõàíèêå óïðóãèõ òåë:

E

µσ+σ−σ
=ε

)( 321
1 . (4.78)

Ýòî óðàâíåíèå îòðàæàåò òîò

ôàêò, ÷òî ïðè óäëèíåíèè ýëåìåíòà dx,

èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 4.27, ïëîùàäü

åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ óìåíüøàåòñÿ

(ñâÿçü ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé äåôîð-

ìàöèé îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì

Ïóàññîíà 2/10 <µ< ). Ýòîò ýëåìåíò

ïîòÿíåò ê îñè ñòåðæíÿ îêðóæàþùèå åãî

ýëåìåíòû, ðàçâèâàÿ íàïðÿæåíèÿ 2σ  è

3σ . Ýòè ýëåìåíòû (ëåæàùèå ìåæäó

ïëîñêîñòÿìè x = const è x + dx = const)

íà÷íóò ïðèõîäèòü â äâèæåíèå: ñíà÷à-

ëà � íàõîäÿùèåñÿ âáëèçè îñè ñòåðæ-

íÿ, à çàòåì è ýëåìåíòû, áëèçêèå ê ïîâåðõíîñòè. ×åðåç âðåìÿ 
c

L
t

2/=∆  (L � ïîïåðå÷íûé

ðàçìåð ñòåðæíÿ, ñ � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ) âñå ýëåìåíòû ñìåñòÿòñÿ, è

íàïðÿæåíèÿ 2σ  è 3σ  èñ÷åçíóò.

Åñëè äëèòåëüíîñòü èτ  èìïóëüñà, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ âäîëü îñè ñòåðæíÿ, âåëè-

êà, òàê ÷òî 
c

L
t

2
è =∆>>τ , òî â (4.78) ìîæíî íå ó÷èòûâàòü 2σ  è 3σ . Ñêîðîñòü òàêîãî äëèí-

íîãî èìïóëüñà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé (4.77). Òàêîé ðåæèì ìîæíî ðåàëèçîâàòü, åñëè

èτ<< cL . (4.79)

Óñëîâèå (4.79) îçíà÷àåò, ÷òî ïîïåðå÷íûé ðàçìåð ñòåðæíÿ L çíà÷èòåëüíî ìåíüøå

äëèíû èìïóëüñà. Òàêîé ñòåðæåíü ìîæíî ñ÷èòàòü òîíêèì. Åñëè ðå÷ü èäåò î ãàðìîíè÷åñ-

êîé âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü ñòåðæíÿ, òî óñëîâèå (4.79) èìååò âèä

,λ<<L (4.80)

ãäå cT=λ  � äëèíà âîëíû, Ò � ïåðèîä êîëåáàíèé. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ñòàëüíîãî ñòåð-

æíÿ 5000~
ρ

= E
c  ì/ñ. Ïðè ÷àñòîòå 5000=ν  Ãö, λ = c / ν ∼ 1 ì, ïîýòîìó ñòåðæíè ñ

ïîïåðå÷íûì ðàçìåðîì L ~ 1 ñì ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ òîíêèìè.

Ðèñ. 4.27.
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Åñëè äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà 
c

L
t

2
è =∆<<τ  (ñòåðæåíü òîëñòûé), òî â (4.78) ñëå-

äóåò ó÷åñòü 2σ  è 3σ . ×òîáû íàéòè ñâÿçü 1ε  è 1σ , âìåñòå ñ óðàâíåíèåì (4.78) çàïèøåì

àíàëîãè÷íûå äëÿ 2ε  è 3ε  è ñëîæèì âñå òðè óðàâíåíèÿ:

.
)21)(( 321

321
E

µ−σ+σ+σ
=ε+ε+ε (4.81)

Äëÿ êðàòêîñòè âûêëàäîê ââåäåì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ

)(
3

1
321 ε+ε+ε=ε ; ).(

3

1
321 σ+σ+σ=σ

Òîãäà (4.81) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

.
)21(

E

µ−σ=ε (4.82)

Ñ ó÷åòîì (4.82) óðàâíåíèå (4.78) âèäîèçìåíÿåòñÿ:

11
1

21

3 σµ+=
µ−

µε+ε
E

. (4.83)

Åñëè ïîëîæèòü â òîëñòîì ñòåðæíå 032 =ε=ε , òî 3/1ε=ε , è èñêîìàÿ

ñâÿçü ïîëó÷èòñÿ â âèäå:

.
)1(

)21)(1(

)(
11

1 µ−
µ−µ+σ=

µ
σ=ε

EEf
(4.84)

Â ýòîì ñëó÷àå ñâÿçü äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîäóëåì Þíãà

Å, òàê è ñëåäóþùåé ôóíêöèåé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

)21)(1(

1
)(

µ−µ+
µ−=µf . (4.85)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ëþáûõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

1)( >µf . Ïîýòîìó ñêîðîñòü ïðîäîëüíîé âîëíû â ýòîì ñëó÷àå

)(
0

µ
ρ

= f
E

c (4.86)

ïðåâûøàåò ñêîðîñòü âîëíû â òîíêîì ñòåðæíå. Âåëè÷èíó )(µ⋅ fE  îáû÷íî íàçûâàþò «ìî-

äóëåì îäíîñòîðîííåãî ðàñòÿæåíèÿ».

Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëåå ñëîæåí àíàëèç äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî ñëó÷àÿ, êîãäà λ~L .

Äëÿ âîëí ñ òàêîé äëèíîé âîëíû èìååò ìåñòî äèñïåðñèÿ (ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ãàðìîíè÷åñêîé

âîëíû çàâèñèò îò åå ÷àñòîòû). Ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû âîëíû â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ñòåð-

æíÿ âäîëü îñåé 2x  è 3x  àíàëîãè÷íî ðàñïðåäåëåíèþ àìïëèòóäû äëÿ øíóðà äëèíîé L ñî

ñâîáîäíûìè êîíöàìè ïðè íîðìàëüíîì êîëåáàíèè. Ñòåðæåíü â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåò ðîëü

âîëíîâîäà. Ïðè åãî ïëàâíîì èçãèáàíèè âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü åãî îñè.

Ïðîäîëüíûå âîëíû ïåðåíîñÿò ýíåðãèþ, è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû âñå ðàññóæäåíèÿ

è âûâîäû, ïîëó÷åííûå äëÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí. Ôîðìàëüíî âî âñå âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíî-

ñòè ýíåðãèè w, âåêòîðà Óìîâà J è äð. ñëåäóåò âìåñòî ìîäóëÿ ñäâèãà G ïîäñòàâèòü ìîäóëü

Þíãà Å èëè )(µ⋅ fE . Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîäåëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.
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ßâëåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîõîæäå-

íèå ïðîäîëüíîé âîëíû ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ óïðóãèõ ñðåä ïðè íîðìàëüíîì

ïàäåíèè âîëíû íà ýòó ãðàíèöó.

Ïóñòü ïðîäîëüíàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿ-

åòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 111 / ρ= Ec  â ñðåäå ñ ìîäó-

ëåì Þíãà 1E  è ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòüþ 1ρ
(ðèñ. 4.28). Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà âîëíà íà ãðà-

íèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä (õ = 0 íà ðèñóíêå) ÷àñòè÷-

íî îòðàæàåòñÿ è ÷àñòè÷íî ïðîõîäèò âî âòîðóþ

ñðåäó, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðàìè 2E

è 2ρ . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì çàïèñàòü

1-ÿ ñðåäà                                                               2-ÿ ñðåäà

 (ïàäàþùàÿ + îòðàæåííàÿ âîëíà)                     (ïðîøåäøàÿ âîëíà)

)sin()sin(),( 1011011 xktsxktstxs +ω′+−ω=       )sin(),( 2022 xktstxs −ω= (4.87)

Çäåñü ω � ÷àñòîòà, 01s , 01s′  è 02s  � àìïëèòóäû ïàäàþùåé, îòðàæåííîé è ïðîøåä-

øåé âîëí ñîîòâåòñòâåííî, 11 / cω=k  è 22 / cω=k  � ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûå ÷èñëà.

×òîáû íàéòè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó àìïëèòóäàìè òðåõ âîëí, îïðåäåëÿþùèå îòðà-

æàòåëüíóþ è ïðîïóñêàòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü («ïðîçðà÷íîñòü») ãðàíèöû ðàçäåëà, çàïè-

øåì äâà óñëîâèÿ, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïðè õ = 0.

Ïåðâîå � ýòî óñëîâèå íåðàçðûâíîñòè âåùåñòâà:

),0(),0( 21 tsts = . (4.88)

Âòîðîå � ðàâåíñòâî íàïðÿæåíèé:

),0(),0( 21 tt σ=σ , èëè ),0(),0( 2211 tEtE ε=ε . (4.89)

Ñ ó÷åòîì (4.87) èç ýòèõ óñëîâèé ïîëó÷àåì:

.

,

220211011101

020101

kkk EsEsEs

sss

−=′+−
=′+

(4.90)

Â àêóñòèêå ôóíäàìåíòàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå èìïåäàíñà, èëè óäåëüíîãî âîë-

íîâîãî (àêóñòè÷åñêîãî) ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëà. Ýòà âåëè÷èíà z îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

.
ñêîðîñòü íàÿêîëåáàòåëü

íàïðÿæåíèå ñæèìàþùåå

v

σ−==z (4.91)

Èìïåäàíñ ëåãêî ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà, âîñïîëüçî-

âàâøèñü ôîðìóëîé (4.73):

.
cE

v−=σ=ε (4.92)

Îòñþäà

.c
c

E
z ρ==σ−=

v

(4.93)

Ðèñ. 4.28.

E
1 1
, r E

2 2
, r

0 x

c
1
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé âåëè÷èíû è âûðàæåíèé äëÿ 1k  è 2k  óñëîâèÿ (4.90) ïðèìóò âèä:

.202101101

020101

zszszs

sss

−=′+−
=′+

(4.94)

Îòñþäà ïîëó÷àåì èñêîìóþ ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè âîëí:

01
12

12
01

/1

/1
s

zz

zz
s

+
−

=′ , 01
12

02
/1

2
s

zz
s

+
= . (4.95)

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé ïîëüçóþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè îòðàæåíèÿ R è ïðîïóñêà-

íèÿ Ò, õàðàêòåðèçóþùèìè îòíîøåíèå èíòåíñèâíîñòåé îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí ê

èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîëíû. Ýòè êîýôôèöèåíòû ïîëó÷àþòñÿ èç (4.95) ñ ó÷åòîì (4.65):

2

12

12
2

01

01

1 /1

/1






+
−=




 ′
=

′
=

zz

zz

s

s

I

I
R ;

2
12

12
2

01

02

1

2

1

2

)/1(

)/(4

zz

zz

s

s

z

z

I

I
T

+
=





== , (4.96)

ãäå èñïîëüçîâàíî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü áåãóùåé âîëíû (ñì. ôîðìóëó (4.65))

2
0

22
0

2

2

1

2

1
szscI ω=ρω= (4.97)

çàâèñèò íå òîëüêî îò àìïëèòóäû 0s  è ÷àñòîòû ω, íî è ïðîïîðöèîíàëüíà àêóñòè÷åñ-

êîìó ñîïðîòèâëåíèþ z. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëû (4.96) ñïðàâåäëèâû è äëÿ

ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé.

Èç ðèñóíêà 4.29,

íà êîòîðîì èçîáðàæåíû

çàâèñèìîñòè (4.96), âèäíî,

÷òî åñëè 21 zz = , îòðàæå-

íèÿ íå ïðîèñõîäèò. Ïîýòî-

ìó íà ïðàêòèêå, êîãäà íàäî

óìåíüøèòü îòðàæåíèå,

ñòàðàþòñÿ ñîãëàñîâàòü

(ñäåëàòü ïðàêòè÷åñêè îäè-

íàêîâûìè) âîëíîâûå ñî-

ïðîòèâëåíèÿ äâóõ ñðåä.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè 12 zz << , êàê â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî êîíöà ñòåðæíÿ ( 2z  �

ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà), èëè 12 zz >>  (çàêðåïëåííûé êîíåö), 1≈R ,ò.å. ïðîèñõîäèò ïðàê-

òè÷åñêè ïîëíîå îòðàæåíèå âîëíû, ÷òî ìû è èñïîëüçîâàëè âûøå ïðè ðàññìîòðåíèè îòðà-

æåíèÿ â ýòèõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ðèñ. 4.29.

0 0,01

1

0,5

100 1000100,1 1

R

R T, 

T

z
2

z
1/
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ËÅÊÖÈß 5
Àêóñòè÷åñêèå ôîíîíû. Îáúåìíûå ñåéñìè÷åñêèå âîëíû. Ñîâðåìåííàÿ ìîäåëü

Çåìëè. Âîëíû Ðýëåÿ è Ëÿâà. Âîëíû â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ. Çâóê. Èíòåíñèâíîñòü çâóêà.

Ïîãëîùåíèå çâóêà. Èçëó÷àòåëè çâóêà. Ïðèìåíåíèå àêóñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Îñíîâíûå

õàðàêòåðèñòèêè çâóêà. Çàêîí Âåáåðà�Ôåõíåðà. Äèàãðàììà ñëóõà. Àêóñòè÷åñêèå ðåçî-

íàòîðû. Ìóçûêàëüíûå èíñòðóìåíòû. Ýôôåêò Äîïëåðà è áèíàóðàëüíûé ýôôåêò. Èí-

òåðôåðåíöèÿ è äèôðàêöèÿ âîëí.

Òåïëîâûå êîëåáàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè òâåðäûõ òåë. Àêóñòè÷åñêèå

ôîíîíû. Â òâåðäîì òåëå èîíû ñîâåðøàþò òåïëîâûå êîëåáàíèÿ îêîëî ïîëîæåíèé ðàâíîâå-

ñèÿ â óçëàõ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Ïîñêîëüêó îíè âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, òî

ñèñòåìà èîíîâ äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Òàêèå

òåïëîâûå êîëåáàíèÿ èîíîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ñòîÿ÷èõ çâóêîâûõ âîëí,

÷àñòîòû êîòîðûõ ω  ëåæàò â äèàïàçîíå Nω≤ω<0 , ãäå Nω  � ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà êîëå-

áàíèé, îáóñëîâëåííàÿ äèñêðåòíîñòüþ ñðåäû (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ).

Ïðè íàãðåâàíèè êðèñòàëëà ýíåðãèÿ òåïëîâûõ êîëåáàíèé óâåëè÷èâàåòñÿ. Åñòåñòâåí-

íî, ÷òî èíôîðìàöèþ îá ýòèõ êîëåáàíèÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü, èçìåðÿÿ òåïëîåìêîñòü êðèñòàëëîâ.

Åñëè êàæäûé èîí ðàññìàòðèâàòü êàê êëàññè÷åñêèé îñöèëëÿòîð, êîëåáëþùèéñÿ

â òðåõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î ðàâíî-

ðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû, îí îáëàäàë áû ýíåðãèåé 2/61 kT=ε , ãäå

k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, à T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà. Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî êîëåáëþ-

ùèéñÿ èîí îáëàäàåò ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé è ðàâíîé åé ñðåäíåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãè-

åé kT/2 ïî êàæäîé èç òðåõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ êðèñòàëëà, ñîñòîÿùåãî

èç N àòîìîâ, NkTNU 31 =ε= , òî åãî òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå ðàâíà:

Nk
T

U
c

V
V 3=







∂
∂= (5.1)

è íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû (çàêîí Äþëîíãà è Ïòè).

Ìåæäó òåì, ôîðìóëà (5.1) ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì ëèøü ïðè âûñîêèõ òåìïåðà-

òóðàõ, à ïðè ïðèáëèæåíèè òåìïåðàòóðû ê àáñîëþòíîìó íóëþ, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, 3~ TcV .

×òîáû îáúÿñíèòü òàêîå ïîâåäåíèå òåïëîåìêîñòè, À. Ýéíøòåéí ïðåäëîæèë ðàññìàò-

ðèâàòü èîíû êàê íåçàâèñèìûå îñöèëëÿòîðû, îáëàäàþùèå äèñêðåòíûì íàáîðîì çíà÷åíèé

ýíåðãèè. Ðàíåå ïîäîáíàÿ èäåÿ áûëà âûñêàçàíà Ì. Ïëàíêîì ïðè âûâîäå ôîðìóëû äëÿ òåïëî-

âîãî èçëó÷åíèÿ òâåðäîãî òåëà. Îäíàêî, À. Ýéíøòåéíó íå óäàëîñü ïîëó÷èòü çàêîí T 3.

Íà ñàìîì äåëå, êàê óæå ãîâîðèëîñü, òåïëîâûå êîëåáàíèÿ èîíîâ ìîãóò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíû êàê ñóïåðïîçèöèÿ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé, èëè ìîä ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñ-

öèëëÿòîðîâ. Êàæäàÿ ìîäà ÷àñòîòû ω  îáëàäàåò ýíåðãèåé, êðàòíîé ωh , ãäå π= 2/hh

( 341067,6 −⋅=h  Äæ/ñ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà).

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî â òâåðäîì òåëå âîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå ïðî-

äîëüíîé âîëíû ÷àñòîòû ω  è äâóõ ïîïåðå÷íûõ âîëí òîé æå ÷àñòîòû, èìåþùèõ äâà ðàç-
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ëè÷íûõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿ ñìåùåíèÿ àòîìîâ (äâå ðàçëè÷íûå ïî-

ëÿðèçàöèè), òî ñ ó÷åòîì ðàçìåðîâ êðèñòàëëà è åãî äèñêðåòíîé ñòðóêòóðû ìîæíî ïîäñ÷è-

òàòü ÷èñëî ìîä â êðèñòàëëå. Òàêîé ïîäñ÷åò áûë âïåðâûå âûïîëíåí Ï. Äåáàåì, è ïîýòîìó

ýòè âîëíû ïîëó÷èëè íàçâàíèå äåáàåâñêèõ.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðè âû-

÷èñëåíèè ýíåðãèè êðèñòàëëà ìîäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê êâàíòîâûé îáúåêò, îáëàäàþùèé

äèñêðåòíûì íàáîðîì çíà÷åíèé ýíåðãèè (íàáîðîì ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé)

ω=ε hnn , (5.2)

ãäå n � öåëîå ÷èñëî.

Ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè âåðîÿòíîñòü nP  âîçáóæäåíèÿ ìîäû óáû-

âàåò ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ å¸ ýíåðãèè nε  (èëè ÷èñëà n) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì

Áîëüöìàíà: kTn
n e /~ ω− hP . Ïðè íàãðåâàíèè êðèñòàëëà âåðîÿòíîñòü nP  ðàñòåò, à çíà÷èò

óâåëè÷èâàåòñÿ è çàïàñåííàÿ êðèñòàëëîì ýíåðãèÿ. Ïðè ïîäñ÷åòå ïîñëåäíåé Äåáàåì áûëà

ââåäåíà õàðàêòåðíàÿ òåìïåðàòóðà (òåìïåðàòóðà Äåáàÿ) Äθ  ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Nk ω=θ hÄ . (5.3)

Îáû÷íî Äθ  ëåæèò â èíòåðâàëå ( 32 1010 ÷ ) Ê. Ïðè Äθ>>Ò  ñïðàâåäëèâ çàêîí

Äþëîíãà è Ïòè, à ïðè Äθ<<T  òåïëîåìêîñòü 3~ TcV .

Ñîîòíîøåíèå (5.2) äëÿ ýíåðãèè êîëåáàíèé â ìîäå ÷àñòîòû ω  àíàëîãè÷íî âûðà-

æåíèþ äëÿ ýíåðãèè ôîòîíîâ (êâàíòîâ ñâåòà). Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìîäó êàê êâà-

çè÷àñòèöó, íàçûâàåìóþ òåïëîâûì ôîíîíîì. Ââåäåíèå ýòîãî íîâîãî ïîíÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ

âåñüìà ïëîäîòâîðíûì è, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò àíàëèç

òåïëîâûõ êîëåáàíèé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Ïðåäñòàâëåíèå î ôîíîííîì ãàçå â òâåð-

äîì òåëå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïèñàíèè òàêèõ ñâîéñòâ, êàê òåïëîåìêîñòü, òåïëî-

ïðîâîäíîñòü, òåïëîâîå ðàñøèðåíèå, ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå è äð. Â ôèçèêå èñ-

ïîëüçóþòñÿ è äðóãèå êâàçè÷àñòèöû: ïëàçìîí (âîëíà ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè), ìàãíîí (âîë-

íà ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ), ïîëÿðîí (ýëåêòðîí + óïðóãàÿ äåôîðìàöèÿ), ýêñèòîí (âîëíà ïîëÿ-

ðèçàöèè ñðåäû). Ýòè êâàçè÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ ìîäàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëåáàíèé.

Îáúåìíûå ñåéñìè÷åñêèå âîëíû. ×ðåçâû÷àéíî âàæíûì ïðèìåðîì âîëí â óï-

ðóãîì òâåðäîì òåëå ÿâëÿþòñÿ ñåéñìè÷åñêèå âîëíû, âîçíèêàþùèå â îãðàíè÷åííîé îáëà-

ñòè ïðîñòðàíñòâà (î÷àãå) ðàçìåðîì â íåñêîëüêî êèëîìåòðîâ è ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ íà

îãðîìíûå ðàññòîÿíèÿ ïîä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè. Ýòè âîëíû áûâàþò ïîïåðå÷íûìè (âîë-

íû ñäâèãà) è ïðîäîëüíûìè (ñæàòèÿ è ðàçðåæåíèÿ) è ìîãóò ïðîíèçûâàòü âñþ íàøó ïëàíå-

òó. Ýòî ïîçâîëÿåò (ïîäîáíî ðåíòãåíîâñêîìó àíàëèçó) èññëåäîâàòü âíóòðåííåå ñòðîåíèå

Çåìëè. Ýòèì çàíèìàåòñÿ îòäåëüíàÿ íàóêà, íàçûâàåìàÿ ñåéñìîëîãèåé. Äîëãîå âðåìÿ ñåé-

ñìîëîãèÿ, îäíèì èç îñíîâàòåëåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðóññêèé ôèçèê Á.Á. Ãîëèöûí, áûëà

íàóêîé î çåìëåòðÿñåíèÿõ è ñåéñìè÷åñêèõ âîëíàõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñåéñìîëîãèÿ çàíè-

ìàåòñÿ àíàëèçîì ðàçíîîáðàçíûõ äâèæåíèé â çåìíîé òîëùå.
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Ñêîðîñòü ïðîäîëüíûõ âîëí ïðèáëèçèòåëüíî â 1,7 ðàçà áîëüøå ñêîðîñòè ïîïå-

ðå÷íûõ, ïîýòîìó ýòè âîëíû ðåãèñòðèðóþòñÿ íà ñåéñìîãðàììàõ ïîñëåäîâàòåëüíî: âíà÷à-

ëå ïðèõîäÿò áîëåå áûñòðûå ïðîäîëüíûå (ïåðâè÷íûå), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ð-âîëíàìè, à

ïîòîì ïîïåðå÷íûå (âòîðè÷íûå), íàçûâàåìûå s-âîëíàìè. Êðîìå òîãî, ñåéñìîãðàôû ðåãè-

ñòðèðóþò è çàìåòíûé ôîí, èëè øóìû, ñâÿçàííûå êàê ñ ðàáîòîé ïðîìûøëåííûõ óñòàíî-

âîê è òðàíñïîðòà, òàê è ñ ñåéñìè÷åñêèìè âîëíàìè (ìèêðîñåéñìàìè), ãåíåðèðóåìûìè

øòîðìàìè è âîëíåíèåì â îêåàíàõ.

Åñëè áû ñêîðîñòè ð- è s-âîëí â Çåìëå íå ìåíÿëèñü áû ñ ãëóáèíîé, òî âîëíû

ðàñïðîñòðàíÿëèñü áû ïî ïðÿìûì ëèíèÿì (ïðÿìûì ñåéñìè÷åñêèì ëó÷àì). Â äåéñòâè-

òåëüíîñòè ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé pc  è ïîïåðå÷íîé sc  âîëí âîçðàñòàþò ñ ïîãðóæåíèåì â

íåäðà Çåìëè, çà èñêëþ÷åíèåì íåáîëüøîé çîíû íà ãëóáèíàõ 50�250 êì. Ïîýòîìó ñåéñìè-

÷åñêèå ëó÷è èñêðèâëÿþòñÿ. Â ñåéñìîëîãèè ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿþò ãîäîãðàô �

âðåìÿ τ  ïðîáåãà ñåéñìè÷åñêèõ âîëí êàê ôóíêöèþ ýïèöåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ∆  (ðàñ-

ñòîÿíèÿ â ãðàäóñàõ èëè êèëîìåòðàõ ïî äóãå áîëüøîãî êðóãà ìåæäó ýïèöåíòðîì è ïðèåì-

íèêîì âîëí; 1° = 111 êì). ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ )(∆τ=τ  ñâÿçàíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñ-

òè âîëíû )(lc  ( l  � ãëóáèíà), è ïîèñê ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðè

èññëåäîâàíèè âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ Çåìëè.

Íà ðèñ. 5.1 ïîêàçàíû ïóòè p-âîëí è óêàçàíî âðåìÿ èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ â íåäðàõ

Çåìëè îò ýïèöåíòðà Ý äî óñòàíîâëåííîãî íà ïîâåðõíîñòè ïðèåìíèêà. Ïðåðûâèñòûå ëè-

íèè (èçîõðîíû) óêàçûâàþò âðåìÿ ïðèõîäà p-âîëí â ðàçëè÷íûå òî÷êè çåìíîé ïîâåðõíîñ-

òè. Èç-çà èñêðèâëåíèÿ ëó÷åé âîëíû íå ïîïàäàþò â îáøèðíóþ çîíó òåíè.

Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòåé )(p lc  è )(s lc  îò ãëóáèíû ïîçâîëèëî ñäå-

ëàòü âûâîä, ÷òî Çåìëÿ ðàçäåëÿåòñÿ íà òðè îñíîâíûå ÷àñòè: êîðó, ìàíòèþ è ÿäðî. Êîðà

îòäåëåíà îò ìàíòèè ðåçêîé ñåéñìè÷åñêîé ãðàíèöåé, íà êîòîðîé ñêà÷êîîáðàçíî âîçðàñòà-

þò ïëîòíîñòü ρ  è ñêîðîñòè pc  è sc . Ýòà ãðàíèöà áûëà îòêðûòà â 1909 ã. þãîñëàâñêèì

ñåéñìîëîãîì Ìîõîðîâè÷è÷åì è íîñèò íàçâàíèå ãðàíèöû Ì. Òîëùèíà ëåæàùåé âûøå ãðà-

íèöû Ì çåìíîé êîðû ìåíÿåòñÿ îò âåëè÷èíû 10≈  êì ( ïîä ñëîåì âîäû â îêåàíè÷åñêèõ

îáëàñòÿõ) äî íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ êèëîìåòðîâ â ãîðíûõ ðàéîíàõ êîíòèíåíòàëüíûõ îáëàñ-

òåé. Íèæå êîðû â èíòåðâàëå äî

ãëóáèí ~2900 êì ðàñïîëîæåíà ñè-

ëèêàòíàÿ îáîëî÷êà, èëè ìàíòèÿ

Çåìëè. Ñóùåñòâîâàíèå ÿäðà ñ

ïëîòíîñòüþ, ïðåâîñõîäÿùåé ñðåä-

íþþ ïëîòíîñòü Çåìëè 5,5~  ã/ñì3,

ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ïëîò-

íîñòü çåìíîé êîðû (îò ~2,8 ã/ñì3

ó ãðàíèòîâ äî ~3,0 ã/ñì3 ó áàçàëü-

òîâ) ñóùåñòâåííî ìåíüøå ýòîé

ñðåäíåé ïëîòíîñòè.
Ðèñ. 5.1.
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Íà ðèñ. 5.2

ïîêàçàíû ãëóáèí-

íûå çàâèñèìîñòè

ñêîðîñòåé ð- è s-

âîëí è íà áàçå ýòèõ

çàâèñèìîñòåé ïðî-

âåäåíî ðàçáèåíèå

Çåìëè íà òðè îáëà-

ñòè. Òàêàÿ ìîäåëü

Çåìëè íàçûâàåòñÿ

êëàññè÷åñêîé ìîäå-

ëüþ Äæåôôðèñà�

Ãóòåíáåðãà. Îíà îñ-

òàâàëàñü íåèçìåí-

íîé äî êîíöà 60-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà. Îñîáåííîñòè èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé âîëí ñ ãëóáèíîé

ñâÿçàíû ñ èçìåíåíèåì ñòðóêòóðû çåìíûõ ïîðîä. Ïðè ïåðåõîäå îò êîðû (ãðàíèòû, áàçàëü-

òû) ê ìàíòèè (óëüòðàîñíîâíûå ãîðíûå ïîðîäû) ñêîðîñòè âîçðàñòàþò. Óâåëè÷åíèå ñêîðî-

ñòåé ïðè ïðèáëèæåíèè ê ÿäðó ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ìèíåðàëîâ â áîëåå

ïëîòíûå è æåñòêèå â ìåõàíè÷åñêîì îòíîøåíèè êðèñòàëëè÷åñêèå ìîäèôèêàöèè. Ïàäå-

íèå ñêîðîñòè ð-âîëí ïðè ïåðåõîäå èç ìàíòèè â ÿäðî åñòü ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî âíåøíÿÿ

÷àñòü ÿäðà æèäêàÿ. ßäðî ñîñòîèò â îñíîâíîì èç æåëåçà è íåáîëüøîé ïðèìåñè ëåãêèõ

ýëåìåíòîâ. Âî âíåøíåì ÿäðå ïëàâíîå âîçðàñòàíèå ñêîðîñòè pc  ñâÿçàíî ñ íàðàñòàíèåì

äàâëåíèÿ ê öåíòðó Çåìëè. Âî âíóòðåííåì ÿäðå ñêîðîñòü p-âîëí íå ìåíÿåòñÿ, òàê êàê äàâ-

ëåíèå ê öåíòðó Çåìëè âîçðàñòàåò íåçíà÷èòåëüíî. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîïåðå÷íûå s-âîëíû

âî âíåøíåé (æèäêîé) ÷àñòè ÿäðà ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íå ìîãóò.

Â ïîñëåäíèå ãîäû áûëà âûÿâëåíà äåòàëüíàÿ ñòðóêòóðà ìàíòèè Çåìëè. Íà ðèñ. 5.3

ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè )(s lc  â ìàíòèè, èç êîòîðîãî ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷å-

íèå î å¸ ñòðóêòóðå. Çåìíàÿ êîðà è âåðõíèé ñëîé ìàíòèè äî ãëóáèíû 70≈l  êì îáðàçóþò

íàðóæíóþ çîíó � ëèòîñôåðó, èëè ëèòîñôåðíóþ ïëèòó. Ýòà æåñòêàÿ ïëèòà ðàñêîëîòà

ïðèìåðíî íà 10 áîëüøèõ ïëèò, ïî ãðàíèöàì êîòîðûõ ðàñïîëîæåíî ïîäàâëÿþùåå ÷èñëî

î÷àãîâ çåìëåòðÿñåíèé. Ïîä æåñòêîé ëèòîñôåðíîé ïëèòîé íà ãëóáèíàõ 25070 << l  êì

ðàñïîëîæåí ñëîé ïîâûøåííîé òåêó÷åñòè, íàçûâàåìûé àñòåíîñôåðîé. Èç-çà å¸ ìàëîé

âÿçêîñòè ( 2120 1010~ ÷µ  Ïóàç) ëèòîñôåðíûå ïëèòû êàê áû ïëàâàþò â «àñòåíîñôåðíîì

îêåàíå» Çåìëè. Â àñòåíîñôåðå, ãäå òåìïåðàòóðà âåùåñòâà áëèçêà ê òåìïåðàòóðå ïëàâëå-

íèÿ, ñêîðîñòè âîëí ïîíèæåíû. Íà÷èíàÿ ñ 250≈l  êì ñêîðîñòè âîçðàñòàþò èç-çà óâåëè-

÷åíèÿ äàâëåíèÿ. Ïðè 400≈l  êì âîçðàñòàíèå ñêîðîñòè åñòü ðåçóëüòàò ôàçîâûõ ïåðåõî-

äîâ (ìèíåðàëû îëèâèíû ïåðåõîäÿò â øïèíåëåâóþ ìîäèôèêàöèþ), à íà ãëóáèíàõ
650400 << l  êì ñêîðîñòü âîçðàñòàåò èç-çà ðîñòà äàâëåíèÿ. Íà ãëóáèíàõ 700650 << l  êì

ðàñïîëîæåíà âòîðàÿ çîíà ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, îäíàêî îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î òîì,

êàêèå êîíêðåòíî ïåðåõîäû îòâåòñòâåííû çà áûñòðûé ðîñò ñêîðîñòè.

Íà ðèñ. 5.4 èçîáðàæåí ðàçðåç Çåìëè, ïîñòðîåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâðåìåí-

íûìè ñåéñìè÷åñêèìè äàííûìè.

Ðèñ. 5.2.
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Ðèñ. 5.3.
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Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè îáúåìíîé ñåéñìè÷åñêîé âîëíû â òðåõìåðíîì ñëó÷àå àì-

ïëèòóäà óìåíüøàåòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì r, ïðîéäåííûì âîëíîé îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Óðàâ-

íåíèå òàêîé âîëíû, íàçûâàåìîé ñôåðè÷åñêîé, èìååò âèä:














 −ω= α−

c

r
te

r

s
trs r sin),( 0 . (5.4)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî àìïëèòóäà âîëíû óáûâàåò, âî-ïåðâûõ, èç-çà åå ãåîìåòðè-

÷åñêîãî ðàñõîæäåíèÿ âî âñå ñòîðîíû îò ýïèöåíòðà; ýòî óáûâàíèå ïðîèñõîäèò îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîéäåííîìó âîëíîé ðàññòîÿíèþ r. Âî-âòîðûõ, àìïëèòóäà âîëíû óáû-

âàåò èç-çà ïåðåõîäà ÷àñòè ýíåðãèè âîëíû â òåïëî âñëåäñòâèå íåèäåàëüíîé óïðóãîñòè çåì-

íûõ íåäð. Ýòî îñëàáëåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ α . Êîýôôèöèåíò

α  ïðîïîðöèîíàëåí ÷àñòîòå ñåéñìè÷åñêîé âîëíû, ïîýòîìó êîðîòêèå âîëíû çàòóõàþò

áûñòðåå äëèííûõ. Ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ çàòóõàíèÿ s- è p-âîëí ìî-

ãóò áûòü çàïèñàíû ñîîòíîøåíèÿ

αs (êì�1) ~ 1 10 3⋅ − ν  (Ãö); αp (êì�1) ~ ,0 25 10 3⋅ − ν  (Ãö)

×àñòîòû îáúåìíûõ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí ëåæàò â èíôðàçâóêîâîì äèàïàçîíå 0,1 Ãö < ν <10 Ãö.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âîëí ñ ÷àñòîòîé 1~ν  Ãö óìåíüøåíèå àìïëèòóäû â å ðàç ó ïîïåðå÷íîé

âîëíû ïðîèñõîäèò íà ïóòè ~1000 êì, à ó ïðîäîëüíîé âîëíû � íà ïóòè ~ 4000 êì.

Ïîìèìî áåãóùèõ âîëí, â îáúåìå Çåìëè ìîãóò íàáëþäàòüñÿ è ñòîÿ÷èå âîëíû,

êîãäà âñÿ Çåìëÿ êîëåáëåòñÿ, êàê öåëîå, ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè

ðàçëè÷íûì ìîäàì êîëåáàíèé. Êîíôèãóðàöèè ýòèõ ìîä îòíîñÿòñÿ ê äâóì îñíîâíûì òè-

ïàì: ñôåðîèäàëüíûå êîëåáàíèÿ (íàèáîëüøèé ïåðèîä ~55 ìèí., ÷àñòîòà 4103~ −⋅  Ãö) è

òîðñèîííûå (êðóòèëüíûå) êîëåáàíèÿ (íàèáîëüøèé ïåðèîä ~44 ìèí., ÷àñòîòà
4108,3~ −⋅  Ãö). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñïåêòð ýòèõ êîëåáàíèé íàñ÷èòûâàåò íåñêîëüêî òû-

ñÿ÷ ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåííûõ ÷àñòîò.

Ïîâåðõíîñòíûå ñåéñìè÷åñêèå âîëíû. Íàðÿäó ñ îáúåìíûìè, ïî Çåìëå ìîãóò ðàñ-

ïðîñòðàíÿòñÿ è ïîâåðõíîñòíûå âîëíû. Ýòè âîëíû áûâàþò äâóõ òèïîâ è íàçûâàþòñÿ âîëíàìè

Ðýëåÿ è Ëÿâà. Îíè áûëè òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçàíû Äæ. Ðýëååì â 1855 ã. è Ëÿâîì â 1911 ã. Â

Ðýëååâñêîé âîëíå ÷àñòèöû ãðóíòà ñìåùàþòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, îðèåíòèðîâàííîé

âäîëü íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, à òðàåêòîðèè èõ äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ýëëèïñû (ñì. äàëåå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè). Â âîëíå Ëÿâà ÷àñòèöû

äâèæóòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïîïåðåê íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.

Äëèíû ïîâåðõíîñòíûõ âîëí λ , âîçáóæäàåìûõ ïðè çåìëåòðÿñåíèè, ëåæàò â èí-

òåðâàëå îò äåñÿòêîâ äî ìíîãèõ ñîòåí êèëîìåòðîâ. Â ïîâåðõíîñòíûõ âîëíàõ àìïëèòóäà

óáûâàåò ñ ãëóáèíîé, è íà ãëóáèíå λ>l  êîëåáàíèÿ ìàíòèè ìàëû. Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ

òàêèõ âîëí ìîæíî èññëåäîâàòü ëèøü íàðóæíûå ñëîè Çåìëè.

Èç-çà äâóìåðíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ àìïëèòóäà ïîâåðõíîñòíûõ âîëí óáûâàåò ìåä-

ëåííåå (îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî r ), ÷åì ó îáúåìíûõ âîëí. Ïîýòîìó òàêèå âîëíû

ìîãóò ïî íåñêîëüêî ðàç îáåãàòü âîêðóã çåìíîãî øàðà. Ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíûõ âîëí

çàâèñèò îò ÷àñòîòû, ò. å. îíè îáëàäàþò äèñïåðñèåé.
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Íà ðèñóí-

êå 5.5 ïîêàçàíû çà-

âèñèìîñòè ãðóïïî-

âûõ ñêîðîñòåé âîëí

Ðýëåÿ Rc  è Ëÿâà Lc

îò ïåðèîäà êîëåáà-

íèÿ âîëíû. Ëåãêî âè-

äåòü, ÷òî âîëíû Ëÿâà

ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ

áûñòðåå âîëí Ðýëåÿ.

Îòìåòèì, ÷òî íà

ðèñ. 5.5 ïîêàçàíû

Rc  è Lc  ëèøü äëÿ

âîëí, àìïëèòóäû êî-

òîðûõ îïðåäåëåííûì îáðàçîì óáûâàþò ñ ãëóáèíîé. Âîçìîæíû ïîâåðõíîñòíûå âîë-

íû è ñ äðóãèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè àìïëèòóä ïî ãëóáèíå.

Ñåéñìè÷åñêèå âîëíû ìîæíî âûçâàòü ïðè ïîìîùè âçðûâà. Íåáîëüøèå âçðûâû

èñïîëüçóþòñÿ â èíæåíåðíîé ñåéñìîëîãèè äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàçâåäêè ïîëåçíûõ èñêîïàå-

ìûõ (íåôòè, ðóäû, ãàçà è ò. ä.). Ïîäçåìíûå ÿäåðíûå âçðûâû ñîçäàþò èíòåíñèâíûå âîë-

íû, êîòîðûå ìîæíî ðåãèñòðèðîâàòü íà ëþáûõ ðàññòîÿíèÿõ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü íà-

äåæíî ïðîâîäèòü êîíòðîëü íàä ïîäçåìíûìè ÿäåðíûìè èñïûòàíèÿìè.

Âîëíû â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ. Â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ âîçìîæíû ëèøü äåôîðìàöèè

ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ, ïîýòîìó â íèõ ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòñÿ òîëüêî ïðîäîëüíûå âîëíû.

Õîòÿ ìû ðàíåå è ðàññ÷èòûâàëè ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â ãàçå, òåì íå

ìåíåå âû÷èñëèì ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí ñ èñïîëüçîâàíèåì âîëíî-

âîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç (4.74), â êîòîðîì nσ  ñëåäóåò çàìå-

íèòü âåëè÷èíîé ppp −=δ− 0 , ãäå ð � äàâëåíèå â âîëíå, 0p  � ðàâíîâåñíîå äàâëåíèå â

ñðåäå, pδ  � âîçìóùåíèå äàâëåíèÿ. Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü

Stxptxxp
t

s
m )],(),d([d

2

2

δ++δ−=
∂
∂

. (5.5)

×òîáû èç (5.5) ïîëó÷èòü âîëíîâîå

óðàâíåíèå, íåîáõîäèìî çíàòü ìàòåðèàëüíîå

óðàâíåíèå ñðåäû

)(ρ= pp . (5.6)

Êà÷åñòâåííî ýòà çàâèñèìîñòü èçîáðà-

æåíà íà ðèñ. 5.6. Ïðè î÷åíü ìàëûõ âîçìóùåíè-

ÿõ ïëîòíîñòè 0ρ<<δρ  è äàâëåíèÿ 0pp <<δ
èç (5.6) ïîëó÷àåì:

Ðèñ. 5.5.
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δρ=δρ⋅





ρ

=δ
ρ

2

0
d

d
c

p
p , (5.7)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

0
d

d

ρ






ρ

= p
c . (5.8)

Ñ ó÷åòîì (4.69) è (4.72) âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè δρ  â (5.7) ñâÿçàíû ñî ñìåùåíè-

åì s ñîîòíîøåíèåì:

x

s

∂
∂ρ−=ερ−=δρ 00 . (5.9)

Ñëåäîâàòåëüíî, (5.7) ïðèìåò âèä:

.2
0

x

s
cp

∂
∂ρ−=δ (5.10)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.10) â (5.5), çàïèñûâàÿ xSm dd 0ρ=  è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè

0d →x , ïîëó÷èì âîëíîâîå óðàâíåíèå

,
2

2
2

2

2

x

s
c

t

s

∂
∂=

∂
∂ (5.11)

èç êîòîðîãî ñðàçó âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü âîëíû çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (5.8) è íå çàâèñèò îò

÷àñòîòû (äèñïåðñèÿ îòñóòñòâóåò). Åñòåñòâåííî, ÷òî ñ òàêîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíÿþò-

ñÿ âîëíû ñ äëèíîé âîëíû λ , ïðåâîñõîäÿùåé äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë â ãàçå

èëè ìåæàòîìíûå ðàññòîÿíèÿ â æèäêîñòÿõ l . Â ýòîì ñëó÷àå æèäêîñòü è ãàç ìîãóò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê ñïëîøíûå ñðåäû. Äëÿ âîëí âûñîêèõ ÷àñòîò, êîãäà l~λ , âîçíèêàåò

äèñïåðñèÿ, à âîëíû ñ äëèíîé λ  <  l  ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âîîáùå íå ìîãóò.

Óïðóãèå âîëíû â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ, êàê, âïðî÷åì, è â òâåðäûõ òåëàõ, íàçûâàþòñÿ

àêóñòè÷åñêèìè, à ðàçäåë ôèçèêè, êîòîðûé èõ èçó÷àåò � àêóñòèêîé. ×àñòîòû ýòèõ âîëí ëå-

æàò â äèàïàçîíå îò äîëåé ãåðöà (èíôðàçâóê) äî 1013 Ãö (ãèïåðçâóê). Ýòèì ÷àñòîòàì ñîîòâåò-

ñòâóþò äëèíû âîëí λ  îò äåñÿòêîâ êèëîìåòðîâ äî íåñêîëüêèõ àíãñòðåì. Çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé

(ôàçîâûõ è ãðóïïîâûõ) äëÿ ðàçíûõ ñðåä ëåæàò â äèàïàçîíå îò äîëåé äî äåñÿòêîâ êì/ñ.

Äëÿ âîçäóõà ìàòåðèàëüíîå óðàâíåíèå (5.6) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì àäèàáàòû è â

àêóñòèêå îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (ñì. òàêæå ïðåäûäóùèå ëåêöèè):

γ







ρ
ρ=
0

0pp , (5.12)

ãäå Vp cc /=γ  � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.

Òîãäà èç (5.8) ñêîðîñòü âîëíû (â àêóñòèêå óïîòðåáëÿþò òåðìèí «ñêîðîñòü çâó-

êà») â ãàçå ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé

µ
γ=

ρ
γ= RTp

c
0

0 , (5.13)

ãäå µ  � ìîëÿðíàÿ ìàññà ãàçà.
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Ñêîðîñòü çâóêà çàâèñèò, òàêèì îáðàçîì, îò ðîäà ãàçà è ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû

ñîâïàäàåò ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë.

Äëÿ æèäêîñòè ìàòåðèàëüíûì óðàâíåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîëóýìïèðè÷åñêîå óðàâíåíèå Òåòà:












−





ρ
ρ=

Γ

1
0

âípp , (5.14)

ãäå âíp  � õàðàêòåðíîå âíóòðåííåå äàâëåíèå, îáóñëîâëåííîå ìåæìîëåêóëÿðíûì âçàè-

ìîäåéñòâèåì (îíî ñîñòàâëÿåò äëÿ áîëüøèíñòâà æèäêîñòåé áåç ïóçûðüêîâ è ðàçëè÷íûõ

âêëþ÷åíèé íåñêîëüêî òûñÿ÷ àòìîñôåð). Ïàðàìåòð Γ èìååò ïîðÿäîê íåñêîëüêèõ åäèíèö

(íàïðèìåð, äëÿ âîäû 7≈Γ ).

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè çâóêà, èçìåðåííûå â íåêîòîðûõ ãàçàõ

(ïðè òåìïåðàòóðå t = 0°C) è æèäêîñòÿõ.

Ýíåðãèÿ, ïåðåíîñèìàÿ çâóêîâîé âîëíîé. Èíòåíñèâíîñòü çâóêà çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé (4.65)

2
0

2
02

1
scI ωρ= (5.15)

è ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ÷àñòîòû. Ïîýòîìó ïðè ïåðåõîäå â îáëàñòü âûñîêèõ ÷àñòîò îá-

ëåã÷àåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ áîëüøèõ èíòåíñèâíîñòåé, íåîáõîäèìûõ, íàïðèìåð, äëÿ íàáëþ-

äåíèÿ íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ (ñì. ñëåäóþùóþ ëåêöèþ). Â çàâèñèìîñòè îò ðåøàåìîé çàäà÷è

â àêóñòèêå èñïîëüçóþòñÿ âîëíû ñ èíòåíñèâíîñòüþ îò 10�8 Âò/ñì2 äî 106 Âò/ñì2.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé èíòåíñèâíîñòü I âûðàæàþò ÷åðåç âîçìóùåíèå äàâëå-

íèÿ pδ , êîòîðîå íàçûâàþò òàêæå «çâóêîâûì äàâëåíèåì». Íàèáîëåå ïðîñòî òàêóþ çàâè-

ñèìîñòü ìîæíî ïîëó÷èòü èç (5.15) ïðè ó÷åòå, ÷òî àìïëèòóäà ñêîðîñòè êîëåáàíèé ÷àñòèö

00 sω=v . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ àêóñòè÷åñêèì çàêîíîì Îìà (ôîðìóëà (3.53)

â ëåêöèÿõ ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä) ýòà ñêîðîñòü ðàâíà

v0
0

0

= ( )δ
ρ
p

c
, (5.16)

ãäå ( )δp 0  � àìïëèòóäà êîëåáàíèé âîçìóùåíèé äàâëåíèÿ pδ . Ïîýòîìó

I
p

c
=

1

2
0
2

0

( )δ
ρ

. (5.17)

Ãàçû
Ñêîðîñòü
çâóêà, ì/ñ

Æèäêîñòè
Ñêîðîñòü
çâóêà, ì/ñ

Âîäîðîä 1265 Âîäà (t  = 20°C) 1490

Ãåëèé 965 Ýòèë. ñïèðò (t  = 20°C) 1180

Àçîò 334 Âîäîðîä (t  = �252°C) 1127

Âîçäóõ 331 Êèñëîðîä (t  = �183°C) 911

Êèñëîðîä 316 Àçîò (t  = �196°C) 867

Óãëåêèñëîòà 216 Ãåëèé (t  = �269°C) 180
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Âûïîëíèì íåêîòîðûå ïðîñòûå îöåíêè.

1. Âáëèçè ñòðóè ãàçà, âûòåêàþùåé èç ñîïëà ðåàêòèâíîãî äâèãàòåëÿ ñàìîëåòà,

àìïëèòóäà êîëåáàíèé çâóêîâîãî äàâëåíèÿ 300)( 0 =δp  Ïà (âñïîìíèì, ÷òî 5
0 10=p  Ïà è

( )δp p0 0<< . Òàêîå äàâëåíèå íàõîäèòñÿ íà ïîðîãå áîëåâîãî îùóùåíèÿ (ñì. äàëåå). Ïî-

ñêîëüêó àêóñòè÷åñêîå âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà 410 =ρ= cz  ñì�2⋅ñ�1, òî

730 =v ñì/ñ. Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ÷àñòîòà 310=ν  Ãö (õîòÿ èç òóðáèíû èñõîäèò ìíîãî÷àñ-

òîòíûé øóì), òî àìïëèòóäà ñìåùåíèÿ 01,02/00 =πν=vs  ñì. Òàêèì îáðàçîì, ñìåùå-

íèå ÷àñòèö âîçäóõà äàæå ïðè òàêîì ñèëüíîì çâóêå îêàçûâàåòñÿ ìàëûì.

2. Çâóêè íà ïðåäåëå ñëûøèìîñòè íà ÷àñòîòå 310=ν  Ãö (óõî ÷åëîâåêà âåñüìà

÷óâñòâèòåëüíî ê ýòîé ÷àñòîòå) èìåþò àìïëèòóäó çâóêîâîãî äàâëåíèÿ 5
0 102)( −⋅=δp  Ïà,

à ñìåùåíèå ÷àñòèö âîçäóõà 9
0 108,0 −⋅=s  ñì. Óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî ñîâðåìåííûå ìåòî-

äû èçìåðåíèÿ ñìåùåíèé â ïðèíöèïå äàþò âîçìîæíîñòü çàðåãèñòðèðîâàòü êîëåáàíèÿ ñ

àìïëèòóäîé 16
0 10~ −s  ñì.

3. Â óëüòðàçâóêîâûõ âîëíàõ ñ ÷àñòîòàìè ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ìåãàãåðö èíòåí-

ñèâíîñòè ìîãóò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõ ñîòåí Âò/ñì2, à ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîêóñèðóþùèõ

óñòðîéñòâ � äàæå áîëåå äåñÿòêà êÂò/ñì2. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îãðîìíûõ óñêîðå-

íèé ÷àñòèö ñðåäû, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ óëüòðàçâóêîâàÿ âîëíà. Íàïðèìåð, ïðè

ðàñïðîñòðàíåíèè â âîäå âîëíû ñ ÷àñòîòîé 610=ν  Ãö è èíòåíñèâíîñòüþ I = 100 Âò/ñì2

àìïëèòóäà óñêîðåíèÿ 0
2

0 sa ω= , ñîãëàñíî (5.15), ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé

8

0
0 103,6

2 ⋅=
ρ

ω=
c

I
a  ñì⋅ñ�2 g510~ , (5.18)

÷òî íà ïÿòü ïîðÿäêîâ ïðåâîñõîäèò óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g. Ó÷åò ïîÿâëåíèÿ

òàêèõ ãðîìàäíûõ óñêîðåíèé îñîáåííî âàæåí â áèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ñ ïðè-

ìåíåíèåì óëüòðàçâóêà.

Ïîãëîùåíèå çâóêà. Íàëè÷èå âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè ñðåäû ïðèâîäèò ê

ïîòåðå ýíåðãèè çâóêîâîé âîëíû, è ýòà ýíåðãèÿ ðàñõîäóåòñÿ íà íàãðåâàíèå ñðåäû. Âîëíà

äàâëåíèÿ ),( tp rδ , à òàêæå âîëíû ñìåùåíèÿ s(r,t) è ñêîðîñòè tst ∂∂= /),(rv  ïî ìåðå

ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàòóõàþò. Çäåñü r � ðàäèóñ-âåêòîð, çàäàþùèé ïîëîæåíèå òî÷êè â òðåõ-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîé ôèêñèðóþòñÿ âîçìóùåíèÿ äàâëåíèÿ, ñìåùåíèå ÷àñòèö

è èõ ñêîðîñòü. Â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî îäíîìó íàïðàâ-

ëåíèþ (âäîëü îñè Ox), âîçìóùåíèÿ äàâëåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

,sin)(),( 0 












 −ωδ=δ α−

c

x
teptxp x

(5.19)

ãäå α  � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ. Ýòî óðàâíåíèå õàðàêòåðèçóåò ïëîñêóþ âîëíó (âîçìó-

ùåíèå pδ  â ïëîñêîñòè x = const îäèíàêîâî). Â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêîå

ðàñõîæäåíèå âîëíû. Àìïëèòóäà ýòîé âîëíû xep α−δ 0)(  ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ñ ïðîé-

äåííûì ðàññòîÿíèåì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.17) èíòåíñèâíîñòü âîëíû ðàâíà
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ãäå 
c

p
I

0
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0

0
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2

1
ρ
δ

=  � íà÷àëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü âîëíû. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ïîòåðÿìè, ñâÿçàííû-

ìè ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ, òî êîýôôèöèåíò α , ñîãëàñíî ãèäðîäèíàìèêå, îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

,
23
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(5.21)

ãäå µ  � âÿçêîñòü æèäêîñòè èëè ãàçà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî 2~ ωα . Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ

òîò ôàêò, ÷òî ðåçêèé çâóê âûñòðåëà èëè ùåë÷êà êíóòà, â ñïåêòðå êîòîðîãî ïðèñóòñòâóåò

øèðîêèé íàáîð ÷àñòîò, ïî ìåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â áîëåå ìÿãêèé,

ïîñêîëüêó â ñïåêòðå îñòàþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî íèçêèå ÷àñòîòû. Çàìåòèì, ÷òî ïîãëî-

ùåíèå çâóêà â âîäå ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì â âîçäóõå, à â òâåðäûõ òåëàõ åùå ìåíüøå,

÷åì â âîäå. Î÷åíü íèçêèì ïîãëîùåíèåì çâóêà îòëè÷àþòñÿ òàêèå êðèñòàëëû, êàê ñàïôèð,

òîïàç, áåðèëë, íèîáàò ëèòèÿ è äðóãèå.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïîãëîùåíèå çâóêà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ïðåïÿòñòâèåì,

îãðàíè÷èâàþùèì ïðèìåíåíèå ìíîãèõ ìàòåðèàëîâ íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ.

Èçëó÷àòåëè çâóêà. Ïðèìåíÿåìûå â àêóñòèêå èçëó÷àòåëè óïðóãèõ âîëí ìîæíî

ïîäðàçäåëèòü íà äâå áîëüøèå ãðóïïû.

Ê ïåðâîé îòíîñÿòñÿ èçëó÷àòåëè-ãåíåðàòîðû; êîëåáàíèÿ â íèõ âîçáóæäàþòñÿ èç-

çà íàëè÷èÿ ïðåïÿòñòâèÿ íà ïóòè ïîñòîÿííîãî ïîòîêà ãàçà èëè æèäêîñòè (ñèðåíû, ñâèñò-

êè, ãåíåðàòîðû Ãàðòìàíà). Òàêèå ãåíåðàòîðû ïðèìåíÿþòñÿ â îñíîâíîì â äèàïàçîíå ÷àñ-

òîò äî 4030 ÷  êÃö. Îíè îòëè÷àþòñÿ âûñîêèì êîýôôèöèåíòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ êèíåòè-

÷åñêîé ýíåðãèè ñòðóè â àêóñòè÷åñêóþ (äî 50%), ïðîñòîòîé êîíñòðóêöèè è ýêñïëóàòàöèè,

äåøåâèçíîé. Èíòåíñèâíîñòü çâóêà â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò èçëó÷àòåëÿ ìîæåò

äîñòèãàòü 10 Âò/ñì2. Ê íåäîñòàòêàì ýòèõ èçëó÷àòåëåé îòíîñÿòñÿ øèðîêèé ñïåêòð èçëó-

÷àåìûõ ÷àñòîò, íåñòàáèëüíîñòü èçëó÷àåìîé ìîùíîñòè, íåâîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ çâó-

êîâûõ êîëåáàíèé çàäàííîé ôîðìû.

Âòîðóþ ãðóïïó èçëó÷àòåëåé ñîñòàâëÿþò ýëåêòðîàêóñòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàòåëè.

Ñâîå íàçâàíèå îíè ïîëó÷èëè îòòîãî, ÷òî ïðåîáðàçóþò ýëåêòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ìåõàíè-

÷åñêèå êîëåáàíèÿ êàêîãî-ëèáî òâåðäîãî òåëà, êîòîðîå è èçëó÷àåò â îêðóæàþùóþ ñðåäó àêó-

ñòè÷åñêèå âîëíû. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ýëåêòðîàêóñòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàòåëè, òà-

êèå, êàê ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå èçëó÷àòåëè, ìàãíèòîñòðèêöèîííûå è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå

ïðåîáðàçîâàòåëè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå óñòðîéñòâà, áëàãîäàðÿ ÷åìó îíè âîçáóæäà-

þò àêóñòè÷åñêóþ âîëíó òîé æå ôîðìû, ÷òî è ýëåêòðè÷åñêèé ñèãíàë. Êðîìå òîãî, ýòè óñòðîé-

ñòâà îáðàòèìû, òî åñòü ìîãóò ðàáîòàòü è êàê èçëó÷àòåëè, è êàê ïðèåìíèêè çâóêà.

Â äèàïàçîíå ñëûøèìûõ ÷àñòîò øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ýëåêòðîäè-

íàìè÷åñêèå èçëó÷àòåëè, ïðèíöèï äåéñòâèÿ êîòîðûõ îñíîâàí íà âçàèìîäåéñòâèè ïåðå-
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ìåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì (òåëåôîíû, ãðîìêîãîâîðèòåëè). Â ìàã-

íèòîñòðèêöèîííûõ ïðåîáðàçîâàòåëÿõ èñïîëüçóåòñÿ ýôôåêò ìàãíèòîñòðèêöèè � äåôîð-

ìàöèè òâåðäîãî òåëà â ìàãíèòíîì ïîëå.

Â óëüòðàçâóêîâîì è ãèïåðçâóêîâîì äèàïàçîíàõ (äî 1010  Ãö) íàèáîëåå øèðîêî

ïðèìåíÿþòñÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàòåëè, ïðèíöèï äåéñòâèÿ êîòîðûõ îñíîâàí

íà îáðàòíîì ïüåçîýôôåêòå � äåôîðìàöèè òåëà ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Íà ðèñ. 5.7 ñõåìàòè÷íî ïîêàçàí ïðîñòåéøèé ïðåîáðàçîâà-

òåëü, îñíîâó êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò ïüåçîïëàñòèíêà, âûðåçàííàÿ ñïå-

öèàëüíûì îáðàçîì èç ìîíîêðèñòàëëà êâàðöà, íèîáàòà ëèòèÿ

(LiNbO3) èëè äðóãîãî ïüåçîìàòåðèàëà. Ê ïðîòèâîïîëîæíûì ïîâåð-

õíîñòÿì ïëàñòèíêè (îáû÷íî ìåòàëëèçèðîâàííûì èëè ïîêðûòûì

ìåòàëëè÷åñêèìè ýëåêòðîäàìè) ïðèêëàäûâàåòñÿ ïåðåìåííîå íàïðÿ-

æåíèå U ñ ÷àñòîòîé ν. Òîëùèíà ïëàñòèíêè l  áóäåò ïðè ýòîì ïåðè-

îäè÷åñêè èçìåíÿòüñÿ ñ òîé æå ÷àñòîòîé, ïðè÷åì ýòî èçìåíåíèå íå

ïðåâîñõîäèò íåñêîëüêèõ ìèêðîí. Âèáðèðóþùèå ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè ïðèâîäÿò â äâè-

æåíèå ñîïðèêàñàþùèéñÿ ñ íèìè âîçäóõ. Íàèáîëüøàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò ïðè

ðåçîíàíñå, êîãäà íà òîëùèíå l  óêëàäûâàåòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî ïîëóâîëí:

... 5 ,3 ,1  ;
2

=
λ

= nn n
l (5.22)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ÷åòíîì n íà ýëåêòðîäàõ âîçíèêëè áû ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû

îäíîãî çíàêà, ÷òî íåâîçìîæíî. Ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûìè

l2

ncc

n
n =

λ
=ν . (5.23)

Íàïðèìåð, äëÿ ïüåçîêâàðöà ïðè ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ âîëí 5700=c  ì/ñ è òîë-

ùèíå ïëàñòèíêè 1=l  ìì ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ðàâíû

2850⋅=ν nn  êÃö. (5.24)

Íàèáîëüøóþ àìïëèòóäó êîëåáàíèé èìååò âîëíà îñíîâíîé ÷àñòîòû (n = 1), ïî-

ýòîìó ïüåçîèçëó÷àòåëè ïðèìåíÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, íà îñíîâíîé ÷àñòîòå.

Íà ÷àñòîòàõ äî íåñêîëüêèõ ìåãàãåðö øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ïðå-

îáðàçîâàòåëè èç ïüåçîêåðàìèêè. Ïüåçîêåðàìèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèêðèñòàëëè÷åñ-

êèé ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèé ìàòåðèàë (òâåðäûå ðàñòâîðû íà îñíîâå BaTiO3�CaTiO3,

PbTiO3�PbZnO3 è äðóãèå), îáëàäàþùèé ïîñëå ïîëÿðèçàöèè â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå óñ-

òîé÷èâûìè è ñèëüíûìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Èç ïüåçîêåðàìèêè ìîæíî

èçãîòàâëèâàòü èçëó÷àòåëè ñàìîé ðàçíîé ôîðìû (â âèäå ïëàñòèí, ñòåðæíåé, êîëåö è òàê

äàëåå). Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàòåëåé ñôåðè÷åñêîé èëè öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû ïîëó÷à-

þò ñôîêóñèðîâàííûé óëüòðàçâóêîâîé ïó÷îê, â ôîêóñå êîòîðîãî èíòåíñèâíîñòü çâóêà äî-

ñòèãàåò 65 1010 ÷  Âò/ñì2.

Íà ÷àñòîòàõ ïîðÿäêà äåñÿòêîâ è ñîòåí ìåãàãåðö òîëùèíà l  ñòàíîâèòñÿ íàñòîëüêî ìà-

ëîé, ÷òî èçãîòîâèòü ïðåîáðàçîâàòåëü ìîæíî ëèøü â æåñòêîì ñîåäèíåíèè ñî çâóêîïðîâîäîì �

ìàññèâíûì êóñêîì çâóêîïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà. Â ýòîì ñëó÷àå íà õîðîøî îòïîëèðîâàííóþ ïî-

Ðèñ. 5.7.

l

~

U
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âåðõíîñòü çâóêîïðîâîäà íàïûëÿåòñÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ïëåíêà (îäèí ýëåêòðîä), ê êîòîðîé ïðèâàðè-

âàåòñÿ òîëñòàÿ (ïîðÿäêà 1 ìì) ïëàñòèíêà ïüåçîýëåêòðèêà. Çàòåì ýòà ïëàñòèíêà ñîøëèôîâûâàåòñÿ

äî íóæíîé òîëùèíû l , ïîñëå ÷åãî íà íå¸ íàíîñèòñÿ âòîðîé ýëåêòðîä.

Íà ÷àñòîòàõ ïîðÿäêà 1 ÃÃö òîëùèíà ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëÿ ñîñòàâëÿåò 1~l  ìêì.

Èçãîòîâëåíèå òàêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé ïðåäñòàâëÿåò ñåðüåçíóþ òåõíîëîãè÷åñêóþ ïðî-

áëåìó. Â ýòîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå ïðèìåíÿþòñÿ ïëåíî÷íûå ïðåîáðàçîâàòåëè, ïîëó÷àå-

ìûå íàïûëåíèåì íà òîðåö çâóêîïðîâîäà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïëåíîê èç òàêèõ ìàòåðèà-

ëîâ, êàê CdS, ZnS, ZnO è äðóãèå. Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü ïðåîá-

ðàçîâàòåëè ñ êîýôôèöèåíòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè â àêóñòè÷åñêóþ äî

90% è ìîùíîñòüþ âîëíû, äîñòèãàþùåé íåñêîëüêèõ âàòò.

Ïðèìåíåíèå àêóñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Äëÿ ñîâðåìåííîãî óðîâíÿ ðàçâèòèÿ àêóñ-

òèêè õàðàêòåðíî ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêîå ïðèìåíåíèå àêóñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ

ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ íå òîëüêî â ôèçèêå, íî òàêæå è â èíôîðìàöèîííîé è èçìåðèòåëü-

íîé òåõíèêå, ïðîìûøëåííîñòè, ìåäèöèíå, áèîëîãèè, âîåííîì äåëå è ò. ä.

Ïåðâîå (â ïîðÿäêå èñòîðè÷åñêîãî ñòàíîâëåíèÿ) âàæíîå ïðèêëàäíîå íàïðàâëå-

íèå â àêóñòèêå ñâÿçàíî ñ ïîëó÷åíèåì ïðè ïîìîùè àêóñòè÷åñêèõ âîëí èíôîðìàöèè î

ñâîéñòâàõ è ñòðîåíèè âåùåñòâ, î ïðîèñõîäÿùèõ â íèõ ïðîöåññàõ. Ïðèìåíÿåìûå â ýòèõ

ñëó÷àÿõ ìåòîäû îñíîâàíû íà èçìåðåíèè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ è êîýôôèöèåíòà

ïîãëîùåíèÿ óëüòðàçâóêà íà ðàçíûõ ÷àñòîòàõ ( 54 1010 ÷  Ãö â ãàçàõ è 105 1010 ÷  Ãö â æèä-

êîñòÿõ è òâåðäûõ òåëàõ). Òàêèå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü èíôîðìàöèþ îá óï-

ðóãèõ è ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ ìàòåðèàëîâ, î ñòåïåíè èõ ÷èñòîòû è íàëè÷èè

ïðèìåñåé, î ðàçìåðàõ íåîäíîðîäíîñòåé, âûçûâàþùèõ ðàññåÿíèå è ïîãëîùåíèå âîëí,

è ò. ä. Áîëüøàÿ ãðóïïà ìåòîäîâ áàçèðóåòñÿ íà ýôôåêòàõ îòðàæåíèÿ è ðàññåÿíèÿ óïðóãèõ

âîëí íà ãðàíèöå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñðåäàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò îáíàðóæèâàòü ïðèñóòñòâèå

èíîðîäíûõ òåë è èõ ìåñòîïîëîæåíèå. Ýòè ìåòîäû ëåæàò â îñíîâå òàêèõ íàïðàâëåíèé,

êàê ãèäðîëîêàöèÿ, íåðàçðóøàþùèé êîíòðîëü èçäåëèé è ìàòåðèàëîâ, ìåäèöèíñêàÿ äèàã-

íîñòèêà. Ïðèìåíåíèå àêóñòè÷åñêîé ëîêàöèè â ãèäðîàêóñòèêå èìååò èñêëþ÷èòåëüíîå

çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó çâóêîâûå âîëíû ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì âèäîì âîëí, ðàñïðîñòðà-

íÿþùèõñÿ íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ â åñòåñòâåííîé âîäíîé ñðåäå. Êàê ðàçíîâèäíîñòü äå-

ôåêòîñêîïèè, øèðîêî ïðèìåíÿåìîé â ïðîìûøëåííîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óëüòðà-

çâóêîâóþ äèàãíîñòèêó â ìåäèöèíå. Äàæå ïðè íåáîëüøîì ðàçëè÷èè â ïëîòíîñòè áèîëî-

ãè÷åñêèõ òêàíåé ïðîèñõîäèò îòðàæåíèå óëüòðàçâóêà íà èõ ãðàíèöàõ. Ïîýòîìó óëüòðà-

çâóêîâàÿ äèàãíîñòèêà ïîçâîëÿåò âûÿâëÿòü îáðàçîâàíèÿ, íå îáíàðóæèâàåìûå ñ ïîìîùüþ

ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé. Â òàêîé äèàãíîñòèêå èñïîëüçóþòñÿ ÷àñòîòû óëüòðàçâóêà ïîðÿäêà
 710  Ãö; èíòåíñèâíîñòü çâóêà ïðè ýòîì íå ïðåâûøàåò 0,5 ìÂò/ñì2, ÷òî ñ÷èòàåòñÿ âïîëíå

áåçîïàñíûì äëÿ îðãàíèçìà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçâèòèå äåôåêòîñêîïèè ïðèâåëî ê ñî-

çäàíèþ àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè. Â ýòîì ìåòîäå ñ ïîìîùüþ íàáîðà ïðèåìíèêîâ óëüò-

ðàçâóêà èëè îäíîãî ñêàíèðóþùåãî ïðèåìíèêà ðåãèñòðèðóþòñÿ óïðóãèå âîëíû, ðàññåè-
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âàåìûå â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ, à çàòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêè

ñèãíàëîâ íà ýêðàíå äèñïëåÿ ôîðìèðóåòñÿ îáúåìíîå èçîáðàæåíèå âíóòðåííåé ñòðóêòó-

ðû èññëåäóåìîãî îáúåêòà.

Äðóãèì âàæíûì ïðèêëàäíûì íàïðàâëåíèåì àêóñòèêè ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîå âîçäåé-

ñòâèå óëüòðàçâóêîì íà âåùåñòâî. Òàêîå âîçäåéñòâèå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ïðîìûøëåííîé

òåõíîëîãèè äëÿ ïîâåðõíîñòíîé îáðàáîòêè äåòàëåé, ñâàðêè, èíòåíñèôèêàöèè õèìè÷åñêèõ

ïðîöåññîâ è ò. ä. Â æèäêîñòÿõ îñíîâíóþ ðîëü ïðè òàêîì âîçäåéñòâèè èãðàåò êàâèòàöèÿ �

îáðàçîâàíèå â èíòåíñèâíîé çâóêîâîé âîëíå ïóëüñèðóþùèõ ïóçûðüêîâ. Ñõëîïûâàíèå ïó-

çûðüêîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ ìîùíûì ãèäðîäèíàìè÷åñêèì âîçìóùåíèåì è ñèëüíûì ëîêàëü-

íûì ðàçîãðåâîì âåùåñòâà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðàçðóøàåòñÿ ïîâåðõíîñòü òâåðäîãî òåëà, íàõî-

äÿùåãîñÿ â îáëàñòè êàâèòàöèè. Ïðèìåíåíèå óëüòðàçâóêà äëÿ âîçäåéñòâèÿ íà æèâîé îðãà-

íèçì â ìåäèöèíå îñíîâûâàåòñÿ íà ýôôåêòàõ, âîçíèêàþùèõ â áèîëîãè÷åñêèõ òêàíÿõ ïðè

ïðîõîæäåíèè ÷åðåç íèõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí. Ïðè óìåðåííîé èíòåíñèâíîñòè çâóêà (äî

1 Âò/ñì2) êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ñðåäû âûçûâàþò ìèêðîìàññàæ òêàíåé, à ïîãëîùåíèå çâóêà �

ëîêàëüíûé ðàçîãðåâ, ÷òî ïðèìåíÿåòñÿ â óëüòðàçâóêîâîé òåðàïèè. Ïðè áîëüøèõ èíòåíñèâíî-

ñòÿõ ñèëüíîå íàãðåâàíèå è êàâèòàöèÿ âûçûâàþò ðàçðóøåíèå òêàíåé. Äëÿ õèðóðãè÷åñêèõ

îïåðàöèé èñïîëüçóåòñÿ ñôîêóñèðîâàííûé óëüòðàçâóêîâîé ïó÷îê, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðîèç-

âîäèòü ëîêàëüíûå ðàçðóøåíèÿ â ãëóáèííûõ ñòðóêòóðàõ (íàïðèìåð, ìîçãà èëè ïî÷êè) áåç

ïîâðåæäåíèÿ îêðóæàþùèõ òêàíåé. Â õèðóðãèè ïðèìåíÿåòñÿ óëüòðàçâóê ñ ÷àñòîòàìè

55,0 ÷  ÌÃö, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî â ôîêóñå äîñòèãàåò 310  Âò/ñì2.

Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè çâóêà. Óïðóãèå âîëíû â âîçäóõå, èìåþùèå ÷àñòî-

òû â ïðåäåëàõ îò 20 Ãö äî 20 êÃö, âûçûâàþò ó ÷åëîâåêà îùóùåíèå çâóêà. Â óçêîì ñìûñëå

óïðóãèå âîëíû â ëþáîé ñðåäå, èìåþùèå ÷àñòîòó â ýòîì èíòåðâàëå, íàçûâàþòñÿ ñëûøè-

ìûìè çâóêîâûìè âîëíàìè, èëè ïðîñòî çâóêîì. Âîëíû ñ ÷àñòîòàìè 20<ν  Ãö íàçûâàþò-

ñÿ èíôðàçâóêîì, à ñ ÷àñòîòàìè 20>ν  êÃö � óëüòðàçâóêîì. Èíôðàçâóê è óëüòðàçâóê ÷å-

ëîâå÷åñêèì óõîì íå âîñïðèíèìàþòñÿ.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñàìûå íèçêèå è ñàìûå âûñîêèå ÷àñòîòû èíòåðâàëà ñëûøè-

ìûõ çâóêîâ äîñòóïíû, êàê ïðàâèëî, ëèøü î÷åíü ìîëîäûì ëþäÿì. Ñ âîçðàñòîì ýòîò èí-

òåðâàë ñóæàåòñÿ, ïðè÷åì ìóæ÷èíû íà÷èíàþò óòðà÷èâàòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê âûñîêèì

÷àñòîòàì ðàíüøå, ÷åì æåíùèíû. Ïîñëå 50 ëåò ëþäè ÷àùå âñåãî óòðà÷èâàþò ñïîñîá-

íîñòü ê âîñïðèÿòèþ çâóêîâ ñ ÷àñòîòàìè 12>ν  êÃö.

Çâóêè ðàçëè÷àþòñÿ ïî âûñîòå, òåìáðó è ãðîìêîñòè.

Âñÿêèé ðåàëüíûé çâóê, êàê ïðàâè-

ëî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ïðîñòîå ãàðìîíè-

÷åñêîå êîëåáàíèå, à ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèåì êî-

ëåáàíèé ñ îïðåäåëåííûì íàáîðîì ÷àñòîò.

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïîäêëþ÷èì ìèêðî-

ôîí Ì ÷åðåç óñèëèòåëü ÓÑ êî âõîäó Y îñ-Ðèñ. 5.8.
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öèëëîãðàôà ÎÑ (ðèñ. 5.8) è áóäåì ðåãèñòðèðîâàòü îñöèëëîãðàììû ðàçëè÷íûõ èñòî÷íè-

êîâ çâóêà. Íàèáîëåå áëèçêèì ê ãàðìîíè÷åñêîìó ÿâëÿåòñÿ çâóê êàìåðòîíà Ê � îñöèëëîã-

ðàììà ïî ñâîåìó âèäó î÷åíü áëèçêà ê ñèíóñîèäå.

Èç ïðîèçíîñèìûõ çâóêîâ áîëåå âñåãî ïîõîäÿò íà ãàðìîíè÷åñêèå ãëàñíûå çâóêè.

Îäíàêî óæå çäåñü çàìåòíî îòëè÷èå îñöèëëîãðàììû îò ñèíóñîèäû, ÷òî óêàçûâàåò íà ñëîæ-

íûé ñîñòàâ ãëàñíûõ çâóêîâ. Ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûé âèä õàðàêòåðåí äëÿ îñöèëëîãðàìì

ñîãëàñíûõ çâóêîâ. Ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíî, èñïîëüçóÿ íàáîð ðåçîíàòîðîâ (ñì. íèæå)

èëè êîìïüþòåðíóþ îáðàáîòêó îñöèëëîãðàìì, ïðîèçâåñòè ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç çâóêà,

òî åñòü óñòàíîâèòü òîò íàáîð ÷àñòîò, êîòîðûé ïðèñóòñòâóåò â äàííîì çâóêå. Èçìåðÿÿ èí-

òåíñèâíîñòü êàæäîé èç ãàðìîíèê, ìîæíî ïîëó÷èòü àêóñòè÷åñêèé ñïåêòð.

Åñëè â ðåçóëüòàòå òàêîãî àíàëèçà îêà-

æåòñÿ, ÷òî çâóê ñîñòîèò èç êîëåáàíèé ñ äèñê-

ðåòíûìè ÷àñòîòàìè 321  , , ννν  è òàê äàëåå, òî

ñïåêòð íàçûâàåòñÿ ëèíåé÷àòûì. Íà ðèñ. 5.9à

ïîêàçàí ïðèìåð òàêîãî ñïåêòðà, ãäå ïî îñè

îðäèíàò îòëîæåíû èíòåíñèâíîñòè I ïðîñòûõ

(ãàðìîíè÷åñêèõ) çâóêîâ.

Ìîæåò áûòü è äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, êîã-

äà â çâóêå ïðèñóòñòâóþò êîëåáàíèÿ âñåõ ÷àñ-

òîò â íåêîòîðîì èíòåðâàëå .21 ν≤ν≤ν  Òà-

êîé ñïåêòð, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5.9á, íà-

çûâàåòñÿ ñïëîøíûì. Ïî îñè îðäèíàò çäåñü

îòëîæåíà òàê íàçûâàåìàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-

íîñòü èíòåíñèâíîñòè çâóêà ν=ν d/d)( If . Â

ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü îá èíòåíñèâíî-

ñòè νν= d)(d fI  çâóêà, çàíèìàþùåãî óçêèé ÷àñòîòíûé èíòåðâàë νd . Ýòà èíòåíñèâíîñòü

÷èñëåííî ðàâíà çàøòðèõîâàííîé íà ðèñóíêå ïëîùàäè. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîëíàÿ èíòåí-

ñèâíîñòü I ñëîæíîãî çâóêà ñî ñïëîøíûì ñïåêòðîì áóäåò ðàâíà ïëîùàäè ïîä êðèâîé

)(νf . Ñïëîøíûì ñïåêòðîì îáû÷íî îáëàäàþò øóìû.

Êîëåáàíèÿ ñ ëèíåé÷àòûì ñïåêòðîì âûçûâàþò îùóùåíèå çâóêà ñ áîëåå èëè ìåíåå

îïðåäåëåííîé âûñîòîé. Òàêîé çâóê íàçûâàåòñÿ òîíàëüíûì. Âûñîòà òîíàëüíîãî çâóêà îïðå-

äåëÿåòñÿ îñíîâíîé (íàèìåíüøåé) ÷àñòîòîé 1ν . Êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòàìè 32  , νν  è òàê äàëåå

íàçûâàþòñÿ îáåðòîíàìè. Ñîîòíîøåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé îñíîâíîãî òîíà 1I  è îáåðòîíîâ

32  , II , ... îïðåäåëÿþò òåìáð çâóêà, ïðèäàþò åìó îïðåäåëåííóþ îêðàñêó. Ôàçû ãàðìîíèê íà

òåìáð çâóêà íå âëèÿþò. Â îòñóòñòâèå îáåðòîíîâ òîíàëüíûé çâóê íàçûâàþò ÷èñòûì òîíîì.

Êàìåðòîíû äàþò ÷èñòûé òîí è èñïîëüçóþòñÿ ïðè íàñòðîéêå ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ.

Èç êàæäîãî ìóçûêàëüíîãî èíñòðóìåíòà èçâëåêàþò çâóêè ñ õàðàêòåðíûì íàáî-

ðîì ãàðìîíèê. Ýòî ïîçâîëÿåò íà ñëóõ ðàçëè÷àòü çâóêè îäíîãî òîíà (ñ îäèíàêîâîé îñíîâ-

íîé ÷àñòîòîé 1ν ), èçâëåêàåìûå èç ôëåéòû, òðóáû, ôîðòåïüÿíî è äð. Íà ðèñ. 5.10 ïîêàçà-

Ðèñ. 5.9.
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íû îñöèëëîãðàììû äëÿ òîíàëüíûõ çâóêîâ ñ ÷àñòîòîé 4401 =ν  Ãö (íîòà «ëÿ» ïåðâîé

îêòàâû) ôëåéòû (à), ãîëîñà (á) è òðóáû (â). Âñå îñöèëëîãðàììû èìåþò îäèíàêîâûé ïå-

ðèîä ïîâòîðåíèÿ 440/1=T  ñ, îäíàêî ñèëüíî ðàçíÿòñÿ ñâîèì âèäîì. Ýòî óêàçûâàåò íà

òî, ÷òî îñíîâíûå ÷àñòîòû T/11 =ν  ó âñåõ çâóêîâ ñîâïàäàþò, îäíàêî çâóêè îòëè÷àþòñÿ

ñâîèì ñïåêòðàëüíûì ñîñòàâîì.

Íà ðèñ. 5.11 èçîáðàæåíà êëàâèàòóðà ðîÿëÿ ñ óêàçàíèåì îñíîâíûõ ÷àñòîò êëàâèø, à

òàêæå ïðèáëèæåííûå äèàïàçîíû îñíîâíûõ ÷àñòîò äëÿ äðóãèõ èíñòðóìåíòîâ è ãîëîñîâ.

Çàêîí Âåáåðà�Ôåõíåðà. Äèàãðàììà ñëóõà. Îïðåäåëåíèå ãðîìêîñòè çâóêà îñ-

íîâàíî íà ïñèõîôèçè÷åñêîì çàêîíå, óñòàíîâëåííîì â 1846 ãîäó Ý.�Ã. Âåáåðîì, êîòîðûé

çàëîæèë îñíîâû «ïñèõîìåòðèè», ò.å. êîëè÷åñòâåííûõ èçìåðåíèé îùóùåíèé. Ïîñêîëüêó

îùóùåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóáúåêòèâíûì ïðîöåññîì, òî àáñîëþòíûå èçìåðåíèÿ ñèëû îùóùå-

íèé íåâîçìîæíû, è Âåáåð ïåðåíåñ ïðîáëåìó â îáëàñòü èçìåðåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ âåëè-

÷èí è èñêàë ìèíèìàëüíûå ðàçëè÷èÿ â îùóùåíèÿõ, êîòîðûå ìîæíî çàôèêñèðîâàòü.

Ñóòü çàêîíà Âåáåðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìèíèìàëüíîå èçìåíåíèå èíòåíñèâ-

íîñòè çâóêà I∆ , êîòîðîå ðàçëè÷àåò ÷åëîâå÷åñêîå óõî, íå çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè I ñëû-

øèìîãî çâóêà è ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 10% îò åå âåëè÷èíû:

110−=∆
I

I
. (5.25)

Ïîìèìî ñëóõîâûõ îùóùåíèé, Âåáåð èçó÷àë òàêæå îñÿçàíèå è çðåíèå è óñòàíîâèë,

÷òî äëÿ îñÿçàíèÿ ìèíèìàëüíîå ðàçëè÷èå â îùóùåíèè òÿæåñòè ãðóçà íå çàâèñèò îò âåëè÷è-

íû ýòîãî ãðóçà è ñîñòàâëÿåò ~1/30, à äëÿ çðåíèÿ ìèíèìàëüíàÿ âîñïðèíèìàåìàÿ ðàçíèöà â

èíòåíñèâíîñòè ñâåòà òàêæå íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû èíòåíñèâíîñòè è ñîñòàâëÿåò ~1/100.

Èñõîäÿ èç çàêîíà Âåáåðà, ìîæíî ïîñòðîèòü øêàëó óðîâíÿ îùóùåíèÿ çâóêà, èëè

øêàëó ãðîìêîñòè β , çàïèñàâ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

β= Ad
I

Id
, (5.26)

ãäå βd  � ïðèðîñò ãðîìêîñòè, îáóñëîâëåííûé ïðèðîñòîì èíòåíñèâíîñòè, À � êîýôôè-

öèåíò, îïðåäåëÿþùèé ìàñøòàá øêàëû. Èíòåãðèðóÿ (5.26), ïîëó÷àåì:

β= A
I

I

ïîð

ln . (5.27)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûçâàòü çâóêîâîå îùóùåíèå, âîëíà äîëæíà îáëàäàòü íåêîòîðîé

ìèíèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ Iïîð è ñîîòâåòñòâåííî, íåêîòîðûì ìèíèìàëüíûì çâóêî-

âûì äàâëåíèåì ïîðpδ , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïîðîãîì ñëûøèìîñòè. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè

I = Iïîð ãðîìêîñòü 0=β . Ñëåäîâàòåëüíî,

Ðèñ. 5.10.
à) á) â)
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Ðèñ. 5.11.

Ãîëîñ

Ñòðóííûå Äåðåâÿííûå
äóõîâûå

Ìåäíûå
äóõîâûå

n, Ãön, Ãö

Ðîÿëü

27,50

30,87

32,70

36,71

41,20

43,65

49,00

55,00

61,74

65,41

73,42

82,41

87,31

98,00

110,00

123,47

130,81

146,83

164,81

174,61

196,00
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29,14

34,65

38,89

46,25

51,91

58,27

69,30

77,78

92,50

103,83

116,54

138,6

155,6

185,0

207,7

233,1

277,2

311,2

370,0

415,3

466,2

554,4

622,3

740,0

830,6

932,3

1108,7

1244,5

1480

1661

1865

2218

2489

2960

3322

3729

Èíñòðóìåíòû

Ëÿ

1-é îêòàâû
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ïîð

ln
1

I

I

À
=β . (5.28)

Åñëè âûáðàòü 301,210ln ≈=A , òî (5.28) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

ïîð

lg
I

I=β . (5.29)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Âåáåðà�Ôåõíåðà è îòðàæàåò òîò ôàêò,

÷òî ÷óâñòâèòåëüíîñòü óõà ÷åëîâåêà ê çâóêó ìåíÿåòñÿ, êàê ëîãàðèôì èíòåíñèâíîñòè çâó-

êà. Àíàëîãè÷íûå (5.29) ñîîòíîøåíèÿ áûëè óñòàíîâëåíû Ý.�Ã. Âåáåðîì è Ã.�Ò. Ôåõíå-

ðîì è äëÿ äðóãèõ îùóùåíèé, äàâàåìûõ îðãàíàìè ÷óâñòâ ÷åëîâåêà, � îñÿçàíèÿ è çðåíèÿ

(Ôåõíåðó ïðèíàäëåæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïî «ïñèõîôèçèêå», êîòîðóþ îí îïðå-

äåëÿë, êàê «òî÷íóþ íàóêó î ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòÿõ ìåæäó òåëîì è äóøîé, îá-

ùåå � ìåæäó ìàòåðèàëüíûì è äóõîâíûì, ôèçè÷åñêèì è ïñèõè÷åñêèì ìèðîì»).

Íà ðèñ. 5.12 èçîáðàæåíà «äèàãðàììà ñëóõà», íà êîòîðîé ïîêàçàíû îáëàñòè ÷àñòîò è

çâóêîâûõ äàâëåíèé, à òàêæå óðîâíè èíòåíñèâíîñòè çâóêîâ, âîñïðèíèìàåìûõ ÷åëîâå÷åñêèì

óõîì. Íîðìàëüíîå óõî ñëûøèò òîëüêî òå çâóêè, êîòîðûå ëåæàò âíóòðè ýòîé îáëàñòè. Íèæ-

íÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè õàðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòü ïîðîãà ñëûøèìîñòè îò ÷àñòîòû, à âåðõ-

íÿÿ � ïîðîã áîëåâîãî îùóùåíèÿ, êîãäà âîëíà ïåðåñòàåò âîñïðèíèìàòüñÿ êàê çâóê, âûçûâàÿ

â óõå îùóùåíèå áîëè è äàâëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ÷åëîâå÷åñêîå óõî ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíûì

ïðèåìíèêîì àêóñòè÷åñêèõ âîëí, âîñïðèíèìàþùèì çâóêè, ðàçëè÷àþùèåñÿ ïî èíòåíñèâíî-

ñòè íà 12�15 ïîðÿäêîâ â îáëàñòè ÷àñòîò îêîëî 1 êÃö, ãäå äèàãðàììà ñëóõà èìååò íàèáîëü-

øåå âåðòèêàëüíîå ñå÷åíèå. Èç äèàãðàììû âèäíî, ÷òî ïðè îäèíàêîâîì çâóêîâîì äàâëåíèè è

îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòè çâóêè ðàçëè÷íîé ÷àñòîòû ìîãóò âîñïðèíèìàòüñÿ, êàê çâóêè ðàç-

íîé ãðîìêîñòè β . Ïîýòîìó â àêóñòèêå, ïîìèìî ñóáúåêòèâíîé âåëè÷èíû � ãðîìêîñòè çâóêà

β , îöåíèâàåìîé íà ñëóõ, èñïîëüçóþòñÿ è îáúåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè çâóêà, êîòîðûå ìî-

ãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èçìåðåíû, � óðîâåíü çâóêîâîãî äàâëåíèÿ pL  è ðàâíûé åìó óðî-

Ðèñ. 5.12.
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âåíü èíòåíñèâíîñòè. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (5.17) èíòåíñèâíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó

çâóêîâîãî äàâëåíèÿ, îáå ýòè õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé:

ïîðïîð

lglg2
I

I

p

p
Lp =

δ
δ= . (5.30)

Â ïðèíöèïå, pL  � âåëè÷èíà áåçðàçìåðíàÿ, íî äëÿ ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ëîãàðèô-

ìà èñïîëüçóþò íàçâàíèå «áåë» (â ÷åñòü èçîáðåòàòåëÿ òåëåôîíà Ã. Áåëëà). Íà ïðàêòèêå îáû÷-

íî èñïîëüçóþò â 10 ðàç ìåíüøóþ åäèíèöó � «äåöèáåë», òàê ÷òî (5.30) ïðèíèìàåò âèä:

ïîðïîð

lg10lg20]äÁ[
I

I

p

p
Lp =

δ
δ= . (5.30à)

Â îïðåäåëåíèè pL  ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé ïîðîã ñëûøèìîñòè
5

ïîð 102 −⋅=δp  Ïà, à ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè ïîðI

çàâèñèò, ñîãëàñíî (5.17), îò ñðåäû, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ çâóê, è äëÿ âîçäóõà ïðè

íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ ñîñòàâëÿåò 12
ïîð 10−=I  Âò/ì2.

Äëÿ ãðîìêîñòè çâóêà β  èñïîëüçóþò åäèíèöó ïîä íàçâàíèåì «ôîí». Ãðîìêîñòü

òîíà â ôîíàõ äëÿ ëþáîé ÷àñòîòû ðàâíà óðîâíþ çâóêîâîãî äàâëåíèÿ â äåöèáåëàõ äëÿ òîíà

ñ ÷àñòîòîé 1=ν  êÃö, âîñïðèíèìàåìîãî êàê çâóê òîé æå ãðîìêîñòè.

Íà ðèñ. 5.12 èçîáðàæåíû òàêæå êðèâûå äëÿ óðîâíåé ðàâíîé ãðîìêîñòè ïðè ðàç-

ëè÷íûõ óðîâíÿõ çâóêîâîãî äàâëåíèÿ è èíòåíñèâíîñòè, èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî ïðè 1=ν  êÃö

pL=β , à äëÿ äðóãèõ ñëûøèìûõ óõîì ÷àñòîò β  è pL  ìîãóò çàìåòíî îòëè÷àòüñÿ.

Àêóñòè÷åñêèå ðåçîíàòîðû. Â ðÿäå ñëó÷àåâ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âûäåëå-

íèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ èç ñëîæíûõ çâóêîâûõ êîëåáàíèé. Ñ òàêîé çàäà÷åé

ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ïðè óïîìÿíóòîì âûøå ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ñëîæíûõ çâó-

êîâ, ïðè ñîçäàíèè óçêîïîëîñíûõ ïðèåìíèêîâ çâóêà, ÷óâñòâèòåëüíûõ ê îïðåäåëåííîé

÷àñòîòå, ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ è äð. Äëÿ òàêèõ öåëåé èñïîëüçóåòñÿ àêóñòè÷åñêèé

ðåçîíàòîð � óñòðîéñòâî, îáëàäàþùåå îäíîé èëè ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì àêóñòè÷åñêîé ñèñòåìû, ðåàãèðóþùåé ëèøü íà îäíó ÷àñòîòó,

ÿâëÿåòñÿ ñîñóä ñôåðè÷åñêîé ôîðìû ñ îòêðûòîé ãîðëîâèíîé

(ðèñ. 5.13), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ðåçîíàòîðîì Ãåëüìãîëüöà. Â çàä-

íåé ÷àñòè ðåçîíàòîðà èìååòñÿ åùå îäíî ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â âèäå

ñîïëà, ñëóæàùåå äëÿ îáíàðóæåíèÿ êîëåáàíèé. Âîçäóõ â ãîðëîâèíå

ÿâëÿåòñÿ êîëåáëþùåéñÿ ìàññîé. Ïðè ñìåùåíèè ýòîé ìàññû, íà-

ïðèìåð, â ñòîðîíó ñôåðè÷åñêîãî îáúåìà V âîçäóõ â ýòîì îáúåìå

ñëåãêà ñæèìàåòñÿ, è âîçíèêàþùèå ñèëû èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ âûïîëíÿþò ðîëü âîçâðàùà-

þùåé ñèëû. Åñëè ïëîùàäü ãîðëîâèíû ðàâíà S, à åå äëèíà � l , òî ìàññà êîëåáëþùåãîñÿ

ñòîëáà ðàâíà Sm l0ρ= , ãäå 0ρ  � ïëîòíîñòü íåâîçìóùåííîãî âîçäóõà. Ïðè ñìåùåíèè ìàñ-

ñû m íà ðàññòîÿíèå l<<ξ  (ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îñè ξO  ïîêàçàíî íà ðèñóíêå)

ïëîòíîñòü âîçäóõà èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó δρ , óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâó

V

S ξ⋅−=
ρ
δρ

0

. (5.31)

Ðèñ. 5.13.
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Ñîãëàñíî (5.7), èçáûòî÷íîå äàâëåíèå îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

ξ
ρ

−=δρ=δ
V

Sc
cp

2
02 . (5.32)

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñòîëáà âîçäóõà ïðèíèìàåò âèä

Sp
t

m ⋅δ=ξ
2

2

d

d
,

èëè

ξ
ρ

−=ξρ
V

Sc

t
S

22
0

2

2

0
d

d
l . (5.33)

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ñòîëáà âîçäóõà â ãîðëîâèíå, èëè

÷àñòîòà ðåçîíàòîðà Ãåëüìãîëüöà, ðàâíà

lV

S
c=ω0 . (5.34)

Ïðè îáúåìå ðåçîíàòîðà 310−=V  ì3, ïëîùàäè îòâåðñòèÿ ãîðëîâèíû 1=S  ñì2 è

å¸ äëèíå 1=l  ñì, ñêîðîñòè çâóêà 334=c  ì/c äëÿ ÷àñòîòû 0ν  ïîëó÷èì âåëè÷èíó

168
1010

10

2

334

2 23

4
0

0 ≈
⋅π

=
π

ω
=ν −−

−

 Ãö, (5.35)

ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëûøèìîìó äèàïàçîíó çâóêîâûõ ÷àñòîò.

Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ðåçîíàòîðà îò åãî ïàðàìåòðîâ è

ïðåæäå âñåãî îò îáúåìà V ýôôåêòíî äåìîíñòðèðóåòñÿ â ñëåäóþùåì îïûòå (ðèñ. 5.14).

Ïåðåä äèíàìèêîì Ä, ïîäêëþ÷åííûì ê ãåíåðàòîðó çâóêîâîé ÷àñòîòû Ã óñòàíàâëèâàþòñÿ

íåñêîëüêî ðåçîíàòîðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ñâîèìè ðàçìåðàìè. Îêîëî çàäíåãî îòâåðñòèÿ êàæ-

äîãî èç ðåçîíàòîðîâ ïîìåùàåòñÿ ëåãêèé áóìàæíûé ïðîïåëëåð-âåðòóøêà, êîòîðûé ìî-

æåò âðàùàòüñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè. Ïðè ïëàâíîì óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû çâóêîâîãî

ãåíåðàòîðà áóäåò âîçðàñòàòü ÷àñòîòà àêóñòè÷åñêîé âîëíû, èñïóñêàåìîé äèíàìèêîì â

íàïðàâëåíèè ðåçîíàòîðîâ è èãðàþùåé ðîëü ãàðìîíè÷åñêîé âûíóæäàþùåé ñèëû. Ïðè

ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîâïàäåíèè ÷àñòîòû ýòîé âîëíû ν  ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè 1ν ,

2ν  è 3ν  ðåçîíàòîðîâ äàâëåíèå âîçäóõà â èõ îáúåìàõ áóäåò êîëåáàòüñÿ ñ ìàêñèìàëüíîé

(ðåçîíàíñíîé) àìïëèòóäîé. Èç çàäíèõ îòâåðñòèé ðåçîíàòîðîâ áóäóò áèòü ñèëüíûå ñòðóè

âîçäóõà, ÷òî ôèêñèðóåòñÿ ïî íà÷àëó âðàùåíèÿ âåðòóøåê ñíà÷àëà ó áîëüøîãî, çàòåì ó

ñðåäíåãî è, íàêîíåö, ó ñàìîãî ìàëåíüêîãî

ðåçîíàòîðà, èìåþùåãî ñàìóþ âûñîêóþ ñîá-

ñòâåííóþ ÷àñòîòó 3ν .

Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ÷àñòî-

òå ðåçîíàòîðà 2
0 10~ν  Ãö äëèíà âîçáóæ-

äàþùåé åãî âîëíû 3,3/ 0 ≈ν=λ c  ì. Ýòà

äëèíà çíà÷èòåëüíî áîëüøå õàðàêòåðíûõ

ðàçìåðîâ ðåçîíàòîðà: 3/1V>>λ . Ñëåäîâà-

òåëüíî, íå ìîæåò áûòü è ðå÷è î ñòîÿ÷åé

àêóñòè÷åñêîé âîëíå ÷àñòîòû 0ν  â ñàìîé

ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè.Ðèñ. 5.14.
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Îäíàêî è â ñàìîé ïîëîñòè ìîæíî âîçáóäèòü ñòîÿ÷èå âîëíû ñ äëèíîé 3/1V≤λ  è

÷àñòîòîé 3/1// Vcc ≥λ=ν . Åñëè õàðàêòåðíûé ðàçìåð ðåçîíàòîðà  10~3/1V  ñì, òî ÷àñ-

òîòû ýòèõ âîëí 3000>ν  Ãö. Òàêîé ðåçîíàòîð áóäåò îáëàäàòü ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ

÷àñòîò â êèëîãåðöîâîì äèàïàçîíå.

Íàèáîëåå ïðîñòûì â èçãîòîâëåíèè àêóñòè÷åñêèì ðåçîíàòîðîì ÿâëÿåòñÿ äåðå-

âÿííûé ÿùèê èëè òðóáà, îòêðûòûå ëèáî ñ îäíîé, ëèáî ñ äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí.

Ïðîäåëàåì ñëåäóþùèé îïûò. Çàïîëíèì âîäîé íèæíþþ ÷àñòü âåðòèêàëüíîé òðóá-

êè Ò, èñïîëüçóÿ ñèñòåìó ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäîâ, è ïîäíåñåì

ê åå âåðõíåìó êîíöó çâó÷àùèé íà ÷àñòîòå ν  êàìåðòîí Ê

(ðèñ. 5.15). Ïåðåìåùàÿ âîðîíêó Â ââåðõ, ìîæíî äîáèòüñÿ óñè-

ëåíèÿ òîíàëüíîãî çâóêà, ñîçäàâàåìîãî ñèñòåìîé «êàìåðòîí +

÷àñòü òðóáû, çàïîëíåííàÿ âîçäóõîì». Ýòî óñèëåíèå áóäåò íà-

áëþäàòüñÿ ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîòû ν  ñ îäíîé èç ñîáñòâåí-

íûõ ÷àñòîò pν  ðåçîíàòîðà � òðóáû ñ âîçäóõîì äëèíîé l ,

«çàêðûòîé» ó íèæíåãî êîíöà. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñòîÿ÷èõ

âîëí â òàêîì ðåçîíàòîðå ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî íà

íèæíåì êîíöå äîëæåí áûòü óçåë ñìåùåíèé, à íà âåðõíåì �

ïó÷íîñòü. Ýòî âîçìîæíî ëèøü äëÿ äëèí âîëí pλ , óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ èçëîæåííîìó â ïðåäûäóùåé ëåêöèè óñëîâèþ (4.40):

... ,III ,II ,I ,
4

)12( =
λ

−= pp
p

l  ,

êîãäà íà äëèíå òðóáû óêëàäûâàåòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî ÷åòâåðòåé äëèí âîëí. Ñîîòâåòñòâåí-

íî, ÷àñòîòû êîëåáàíèé áóäóò ðàâíû

)12(
4

−=
λ

=ν p
cc

p
p

l
. (5.36)

Õîòÿ óñèëåíèå çâóêà âîçìîæíî ïðè íåñêîëüêèõ äëèíàõ âîçäóøíîãî ñòîëáà l , îäíàêî ñàìûì

ýôôåêòèâíûì îíî áóäåò ïðè Iν=ν  èëè 
ν

=
4

c
l .

Îñîáî ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðåçîíàòîð ñîçäàåò áîëåå áëàãîïðèÿò-

íûå óñëîâèÿ äëÿ çâó÷àíèÿ êàìåðòîíà, ïîçâîëÿÿ ïåðåðàñïðåäåëèòü, à

ñòàëî áûòü è óñèëèòü çâóê ïî îïðåäåëåííûì íàïðàâëåíèÿì. Èìåííî

ïîýòîìó â îïûòàõ êàìåðòîíû óñòàíàâëèâàþò íà äåðåâÿííûé ÿùèê, îò-

êðûòûé ñ îäíîãî êîíöà è íàñòðîåííûé íà ÷àñòîòó êàìåðòîíà (ðèñ. 5.16).

Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòàõ. Äåðåâÿííûå äåêè ìó-

çûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ âûïîëíÿþò ôóíêöèè ðåçîíàòîðîâ, îáåñïå÷èâàÿ õîðîøèå óñ-

ëîâèÿ çâó÷àíèÿ. ×àñòîòû ñòðóííûõ èíñòðóìåíòîâ íå çàâèñÿò îò ðåçîíàòîðà. Îñíîâíàÿ

÷àñòîòà çâóêà 1ν  è ÷àñòîòû îáåðòîíîâ çàâèñÿò òîëüêî îò ìàññû, íàòÿæåíèÿ è äëèíû

ñòðóíû. Îäíàêî òåìáð çâóêà çàâèñèò îò ñïîñîáà âîçáóæäåíèÿ è îò ðåàêöèè ðåçîíàòîðà è

ýôôåêòèâíîñòè, ñ êîòîðîé ðåçîíàòîð «ïîääåðæèâàåò» ýòè ÷àñòîòû è ïîñûëàåò ñîîòâåò-

ñòâóþùèå âîëíû â îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî.

Ðèñ. 5.15.
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Ðèñ. 5.16.
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Â äóõîâûõ èíñòðóìåíòàõ ôîðìèðîâàíèå çâóêà ñâÿçàíî ñ

íàëè÷èåì àâòîêîëåáàíèé è çàâèñèò êàê îò êîíñòðóêöèè èíñòðó-

ìåíòà, òàê è îò ñïîñîáà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî âîçäóõ âäóâàåòñÿ â

èíñòðóìåíò. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì êà÷åñòâåííî

ïðîöåññ âîçíèêíîâåíèÿ àâòîêîëåáàíèé â îðãàííîé òðóáå, ðàçðåç

êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðèñ. 5.17à.

Ïðè ðàâíîìåðíîì ïîñòóïëåíèè â ìóíäøòóê Ì

(ðèñ. 5.17á) âîçäóõ ïðîõîäèò ÷åðåç óçêóþ ùåëü Ù, çà êîòîðîé

îáðàçóåòñÿ òóðáóëåíòíûé ïîòîê. Îáðàçóþùàÿñÿ ïðè òàêîì òå-

÷åíèè âèõðåâàÿ äîðîæêà ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì «ùåëåâîãî» òîíà,

îñíîâíàÿ ÷àñòîòà êîòîðîãî îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ïåðèîäó

ñëåäîâàíèÿ âèõðåé âÒ . Ïî ñóùåñòâó ñèñòåìà «ìóíäøòóê +

ùåëü» ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ àâòîêîëåáàòåëüíóþ ñèñòå-

ìó, òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå êîòîðîé � ñåðüåçíàÿ ïðîáëåìà.

Âèõðè, âûõîäÿùèå èç ùåëè, ïîî÷åðåäíî ïðîõîäÿò ñëåâà è ñïðàâà îò ÿçû÷êà ß, âûçû-

âàÿ åãî âèáðàöèþ. ßçû÷îê îêàçûâàåò ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà ñòîëá âîçäóõà â òðóáå.

Âîçíèêàþùèå â ñòîëáå èìïóëüñû ñæàòèÿ, äîáåæàâ äî îòêðûòîãî êîíöà òðóáû, îòðàæàþòñÿ â

âèäå èìïóëüñîâ ðàçðåæåíèÿ è âîçâðàùàþòñÿ ê ùåëè ÷åðåç âðåìÿ cÒ /2l=  ( l  � äëèíà òðó-

áû, c � ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå), óïðàâëÿÿ ïîñòóïëåíèåì âîçäóõà ÷åðåç ùåëü. Òàêèì îáðà-

çîì, îñíîâíàÿ ÷àñòîòà T/11 =ν  ôîðìèðóåòñÿ ðåçîíàòîðíîé ñèñòåìîé. Îäíàêî ìîæíî âäóâàòü

âîçäóõ òàê, ÷òîáû â òðóáå îäíîâðåìåííî ñóùåñòâîâàëè äâà èìïóëüñà ñæàòèÿ, è ìû óñëûøèì

çâó÷àíèå òðóáû íà ÷àñòîòå ïåðâîãî îáåðòîíà (óäâîåííîé ÷àñòîòå).

Îðãàííûå òðóáû îáû÷íî êîíñòðóèðóþòñÿ äëÿ çâó÷àíèÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå. Â äó-

õîâûõ èíñòðóìåíòàõ âîçáóæäàþùèì âèáðàòîðîì (àíàëîãîì ÿçû÷êà ß â îðãàííîé òðóáå)

ìîæíî óïðàâëÿòü, ÷òîáû

ïîñûëàòü â òðóáó îäèí èëè

áîëåå èìïóëüñîâ, ïðåæäå

÷åì ïåðâûé îòðàçèòñÿ îò

îòêðûòîãî êîíöà. Âûñîòà

çâóêà èíñòðóìåíòà îïðåäå-

ëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì èì-

ïóëüñîâ â ñåêóíäó, îòðà-

æåííûõ îò îòêðûòîãî êîí-

öà äóõîâîãî èíñòðóìåíòà.

Ïðîèçíîñèìûå

÷åëîâåêîì çâóêè ñâÿçàíû ñ

òåì, ÷òî ãîëîñîâûå ñâÿçêè

ãîðòàíè âèáðèðóþò ïîä íà-

ïîðîì äâèæóùåãîñÿ âîçäó-

õà, à ãîðòàíü ÿâëÿåòñÿ

Ðèñ. 5.17.

l
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Ðèñ. 5.18.
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îáúåìíûì ðåçîíàòîðîì. Êàê ïðàâèëî, ó ìóæ÷èí îáúåì ãîðòàíè áîëüøå, ÷åì ó æåíùèí,

ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (5.34) ìóæñêèå ãîëîñà áîëåå íèçêèå.

Íà ðèñ. 5.18 ïîêàçàíû ñïåêòðû çâóêîâ, èçâëåêàåìûõ íà òðóáå è âàëòîðíå ñ îäè-

íàêîâîé îñíîâíîé ÷àñòîòîé 4400 =ν  Ãö. Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà ãðîìêîñòü β  (íîð-

ìèðîâàíà íà ãðîìêîñòü âîëíû îñíîâíîé ÷àñòîòû). Â ñïåêòðå çâóêà âàëòîðíû îòñóòñòâó-

þò ÷àñòîòû 10>ν  êÃö, ïîýòîìó å¸ çâóê áîëåå ïðèãëóøåííûé, íåæåëè çâóê òðóáû.

Çàâåðøàÿ îïèñàíèå îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ äåéñòâèÿ èñòî÷íèêîâ çâóêà è ìóçû-

êàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ, óìåñòíî óïîìÿíóòü î äâóõ àêóñòè÷åñêèõ ýôôåêòàõ, ñ ïðîÿâëåíè-

ÿìè êîòîðûõ ìû ïðàêòè÷åñêè åæåäíåâíî âñòðå÷àåìñÿ.

Ýôôåêò Äîïëåðà. Íàáëþäàÿ çà ïðîõîäÿùèì ìèìî ïîåçäîì èëè äâèæóùèìñÿ

àâòîìîáèëåì, ìû çàìå÷àåì, ÷òî âûñîòà òîíà ïîäàâàåìîãî èìè çâóêîâîãî ñèãíàëà ïîñòî-

ÿííî èçìåíÿåòñÿ. Ýòî è åñòü îäíî èç ïðîÿâ-

ëåíèé ýôôåêòà Äîïëåðà, ñîñòîÿùåãî â èçìå-

íåíèè ÷àñòîòû çâóêà ïðè îòíîñèòåëüíîì äâè-

æåíèè èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà. Ðàññìîòðèì

ýòî ÿâëåíèå íåñêîëüêî ïîäðîáíåå.

Ïóñòü èñòî÷íèê È (ðèñ. 5.19à) èçëó-

÷àåò ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ (ò.å. ãàðìîíè÷åñ-

êóþ) àêóñòè÷åñêóþ âîëíó ÷àñòîòû 0ν . Òîãäà äëèíà ýòîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â

âîçäóõå ñî ñêîðîñòüþ ñ, áóäåò ðàâíà:

00 / ν=λ c . (5.37)

Åñëè òåïåðü èñòî÷íèê áóäåò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ v < c â íàïðàâëåíèè ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, òî âîëíà áóäåò «îòðûâàòüñÿ» îò èñòî÷íèêà ñî ñêîðîñòüþ v−c ,

è å¸ äëèíà óìåíüøèòñÿ (ðèñ. 5.19á):

0ν
−=λ vc

. (5.38)

Äîñòèãíóâ íåïîäâèæíîãî ïðèåìíèêà Ï, ýòà âîëíà áóäåò âîçäåéñòâîâàòü íà

íåãî ñ ÷àñòîòîé

,
/1

1
00

cc

cc

vv −
ν=

−
ν=

λ
=ν (5.39)

êîòîðàÿ áóäåò áîëüøå èñõîäíîé ÷àñòîòû 0ν . Ïðè äâèæåíèè èñòî÷íèêà â ïðîòèâîïîëîæ-

íîì íàïðàâëåíèè ýòà ÷àñòîòà óìåíüøèòñÿ. Èìåííî ýòî èçìåíåíèå ÷àñòîòû òîíà ñèãíàëà

ìû ôèêñèðóåì ïðè ïðèáëèæåíèè è ïîñëåäóþùåì óäàëåíèè ïîåçäà èëè àâòîìîáèëÿ.

Èçìåíåíèå ÷àñòîòû áóäåò òàêæå è ïðè äâèæåíèè ïðèåìíèêà Ï, îäíàêî ôèçè÷åñ-

êàÿ ïðè÷èíà ýòîãî èçìåíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âîëíà ñ äëèíîé 00 / ν=λ c  áóäåò ïîñòó-

ïàòü â ïðèåìíèê ñî ñêîðîñòüþ c+v  (åñëè ïðèåìíèê äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó âîëíå). Ñëåäî-

âàòåëüíî, ÷àñòîòà âîçäåéñòâèÿ íà ïðèåìíèê áóäåò ðàâíà






 +ν=+ν=

λ
+=ν

cc

cc vvv

100
0

(5.40)

è ïðåâûñèò èñõîäíóþ ÷àñòîòó.

Ðèñ. 5.19.
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Â ñèëó ðàçëè÷èÿ ôèçè÷åñêèõ ïðè÷èí, ïðèâîäÿùèõ ê èçìåíåíèþ ÷àñòîòû ïðè

äâèæåíèè èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà, ðàçíÿòñÿ è ôîðìóëû (5.39) è (5.40). Îäíàêî ïðè c<<v ,

êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 
2








c

v

 ôîðìóëà (5.39) ìîæåò

áûòü çàïèñàíà â âèäå (5.40).

Ïðè îäíîâðåìåííîì äâèæåíèè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó èñòî÷íèêà ñî ñêîðîñòüþ

èv  è ïðèåìíèêà ñî ñêîðîñòüþ ïv  îáå ôîðìóëû ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó

c

c

/1

/1

è

ï
0

v

v

−
+

ν=ν . (5.41)

Ïðè óäàëåíèè èñòî÷íèêà èëè ïðèåìíèêà â ôîðìóëå (5.41) ñëåäóåò èçìåíèòü çíàê

ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé ñêîðîñòè.

Ïðè ñêîðîñòÿõ c>v  ôîðìèðóþòñÿ óäàðíûå âîëíû, è ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå

èçìåíåíèå ÷àñòîòû, ñòàíîâÿòñÿ íåñïðàâåäëèâûìè.

Áèíàóðàëüíûé ýôôåêò. Ýòîò ýôôåêò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïñèõîôèçèîëîãè÷åñ-

êîå ÿâëåíèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â ñëèòíîì âîñïðèÿòèè çâóêîâ, ïðèíèìàåìûõ ïðàâûì è ëå-

âûì óõîì. Îí äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå íà èñòî÷íèê çâóêà è èãðàåò

ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ìóçûêàëüíîé àêóñòèêå (ñòåðåîôîíèÿ).

Ðèñóíîê 5.20 èëëþñòðèðóåò ýòîò ýôôåêò. Åñëè âîëíà ïàäàåò ïîä óãëîì ê ëèíèè, ñî-

åäèíÿþùåé îáà óõà (ïóíêòèðîì èçîáðàæåí êîíòóð ðàäèóñà R, èìèòèðóþùèé ãîëîâó ÷åëîâå-

êà), òî âîëíà äîñòèãíåò ëåâîãî óõà ïîçäíåå ïðàâîãî, à âðåìÿ çàäåðæêè ñîñòàâèò âåëè÷èíó

c

RR
t

α+α=∆ sin
, (5.42)

ãäå αR  � êðèâîëèíåéíûé ïóòü, ïðîõîäèìûé çâóêîâîé âîëíîé ïðè îãèáàíèè åþ ãîëîâû

÷åëîâåêà çà ñ÷åò äèôðàêöèè (ñì. íèæå).

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ãîëîâà ÷àñòè÷íî ýêðàíèðóåò çâóê, òî àìïëèòóäà âîëíû,

äîñòèãàþùåé ëåâîãî óõà, íåñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ. Ñîâìåñòíîå äåéñòâèå ýòèõ äâóõ ôàê-

òîðîâ äàåò ÷åëîâåêó âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå íà èñòî÷íèê çâóêà. Åñëè ïå-

ðèîä êîëåáàíèé çâóêîâîé âîëíû ñðàâíèì ñî âðåìåíåì çàäåðæêè:

2/Tt ≤∆ , (5.43)

òî âîëíû, ïàäàþùèå ïîä óãëîì, âûçûâà-

þò êîëåáàíèÿ áàðàáàííûõ ïåðåïîíîê ëå-

âîãî è ïðàâîãî óõà ñî ñäâèãîì ôàç

π≤ϕ∆≤0 , ïî êîòîðîìó ÷åëîâåê è îïðå-

äåëÿåò íàïðàâëåíèå ïðèõîäà âîëíû.

Åñëè ïîëîæèòü R = 10 ñì,

sin α ≈ 1, òî äëÿ âîëí ñ ïåðèîäîì

T < 10�3 ñ ( 1≥ν  êÃö) óñëîâèå (5.43) íå

âûïîëíÿåòñÿ, è îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå

ïî ñäâèãó ôàçû ñòàíîâèòñÿ çàòðóäíè-
Ðèñ. 5.20.
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òåëüíî. Îäíàêî îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñðàâíèòü àìïëèòóäû âîëí, äîñòèãàþùèõ îáîèõ

óøåé, è òåì ñàìûì îïðåäåëèòü óãîë α .

Èíòåðôåðåíöèÿ âîëí. Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ñòîÿ÷åé

âîëíû (4.34), îïèñûâàþùåå êîëåáàíèÿ øíóðà (èëè èíîé ñðåäû), ïî êîòîðîìó íàâñòðå÷ó

äðóã äðóãó ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ äâå ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû îäèíàêîâîé ÷àñòîòû ω  è àìï-

ëèòóäû 0s . Â ðåçóëüòàòå íàëîæåíèÿ âîëí ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå â ïðîñòðàíñòâå

îáúåìíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè êîëåáàíèé. Â óçëàõ, ãäå âîëíû âñòðå÷àþòñÿ â ïðîòèâîôàçå,

ýòà ýíåðãèÿ ðàâíà íóëþ. Â ïó÷íîñòÿõ, íàïðîòèâ, âîëíû ñêëàäûâàþòñÿ â ôàçå, è ýíåðãèÿ

ìàêñèìàëüíà. ßâëåíèå íàëîæåíèÿ âîëí, ïðèâîäÿùåå ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ â ïðîñòðàí-

ñòâå îáúåìíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè êîëåáàíèé, íîñèò íàçâàíèå èíòåðôåðåíöèè.

Èíòåðôåðåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ÿâëåíèé, ïðèñóùèõ âîë-

íàì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû (àêóñòè÷åñêèì, ýëåêòðîìàãíèòíûì, âîëíàì íà ïîâåðõíîñòè

æèäêîñòè, ïëàçìåííûì âîëíàì è äð.). Îíà áûëà õîðîøî èçâåñòíà åùå âî âðåìåíà Íüþ-

òîíà, êîòîðûé îñóùåñòâèë çàìå÷àòåëüíûé îïûò, ïðèâåäøèé ê îòêðûòèþ çàêîíîìåðíîñ-

òåé èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû è ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå «êîëüöà Íüþòîíà». Ýòè çàêî-

íîìåðíîñòè ëåãêî ïðîñëåæèâàþòñÿ â îïûòàõ ïî èíòåðôåðåíöèè êàïèëëÿðíûõ âîëí íà

ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Â ñëåäóþùåé ëåêöèè äàåòñÿ îïèñàíèå õàðàêòåðà äâèæåíèÿ ÷àñ-

òèö æèäêîñòè â òàêèõ âîëíàõ è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ÷àñòîòîé, äëèíîé âîëíû è

ñêîðîñòüþ åå ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Îäèí èç òàêèõ îïûòîâ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 5.21). Â íåãëóáîêóþ

êþâåòó Ê ñ áîëüøîé ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ íàëèâàþò âîäó. Âîëíû íà åå ïîâåðõíîñòè

âîçáóæäàþò ñ ïîìîùüþ âèáðàòîðà Â, ïðèâîäÿùåãî â ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå äâà ìà-

ëåíüêèõ øàðèêà Î1 è Î2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè âîëí. Ýòè øàðèêè

ñëåãêà ïîãðóæåíû â âîäó è ñîâåðøàþò ñèíõðîííûå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé 210~ν  Ãö â

íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïîâåðõíîñòè âîäû. Îò êàæäîãî èç òî÷å÷íûõ èñòî÷íè-

êîâ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà ñ äëèíîé 3~λ  ìì è ñêîðîñòüþ 40~ñ  ñì/ñ. Ãðåáíè ýòèõ

âîëí â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå ïóíêòèðîì. Â ðåçóëüòà-

òå íàëîæåíèÿ âîëí îáðàçóåòñÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà, êîòîðóþ óäîáíî íàáëþäàòü

â ñòðîáîñêîïè÷åñêîì îñâåùåíèè (îñâå-

ùàÿ åå âñïûøêàìè ñâåòà, ñëåäóþùèìè

òàêæå ñ ÷àñòîòîé 210~ν  Ãö). Ïðè òà-

êîì îñâåùåíèè âîëíû áóäóò êàçàòüñÿ

ïðàêòè÷åñêè íåïîäâèæíûìè.

Íàèáîëåå ñèëüíûå âîçìóùå-

íèÿ ïîâåðõíîñòè áóäóò íàáëþäàòüñÿ â

òåõ ìåñòàõ, ãäå âîëíû ñêëàäûâàþòñÿ â

ôàçå. Ãîâîðÿò, ÷òî çäåñü ðàñïîëàãàþò-

ñÿ èíòåðôåðåíöèîííûå ìàêñèìóìû.
Ðèñ. 5.21.
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Â ìåñòàõ, êóäà âîëíû ïðèõîäÿò â ïðîòèâîôàçå, ïîâåðõíîñòü áóäåò ïðàêòè÷åñêè íå âîçìó-

ùåíà: çäåñü ðàñïîëàãàþòñÿ èíòåðôåðåíöèîííûå ìèíèìóìû. Âîçìóùåíèå ïîâåðõíîñòè

â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå M çàâèñèò îò ðàçíîñòè õîäà 12 rrr −=∆ , ãäå 1r  è 2r  � ðàññòîÿíèÿ

îò òî÷êè M äî ñîîòâåòñòâóþùåãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Äåéñòâèòåëüíî, ñìåùåíèå s ïî-

âåðõíîñòè æèäêîñòè â òî÷êå M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò íàëîæåíèÿ äâóõ ñè-

íóñîèäàëüíûõ (ò.å. ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ) âîëí, ïðîøåäøèõ ðàññòîÿíèÿ 1r  è 2r :

)sin()sin()( 220110 ϕ−−ω+ϕ−−ω= rtsrtsts kk . (5.44)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáå âîëíû â òî÷êå M èìåþò îäèíàêîâûå àìïëèòóäû (õîòÿ ýòî

è íå ñîâñåì âåðíî), è ïîñòîÿííûå ôàçîâûå äîáàâêè 1ϕ  è 2ϕ , òàê ÷òî èõ ðàçíîñòü

12 ϕ−ϕ=ϕ∆  íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

Âûïîëíÿÿ â (5.44) ñóììèðîâàíèå, ïîëó÷àåì:

s t s
r

t
r r

( ) cos sin
( )

= +





−
+

−
+





2
2 2 2 20

1 2 1 2k k∆ ∆ϕ ω
ϕ ϕ

. (5.45)

Åñëè ïîëîæèòü äëÿ ïðîñòîòû 0=ϕ∆ , òî ïîëîæåíèå èíòåðôåðåíöèîííûõ ìàê-

ñèìóìîâ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

1
2

cos ±=




 ∆rk

. (5.46)

Ïîñêîëüêó λπ= /2k , òî ïîñëåäíåìó óñëîâèþ ñîîòâåòñòâóåò ðàçíîñòü õîäà

λ=−=∆ mrrr 12 , (5.47)

ãäå  ... 2, 1, ,0 ±±=m .

Êàæäîìó ìàêñèìóìó ïðèíÿòî ïðèñâàèâàòü ïîðÿäêîâûé íîìåð, îïðåäåëÿåìûé

ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëîì m (ìàêñèìóì íóëåâîãî, ïåðâîãî, ìèíóñ ïåðâîãî è ò.ä. ïîðÿä-

êà). Èíòåðôåðåíöèîííûå ìèíèìóìû ðàñïîëàãàþòñÿ â òåõ ìåñòàõ, ãäå

2
)12(12

λ+=−=∆ mrrr , (5.48)

è òàê æå íóìåðóþòñÿ ( ... 2, 1, ,0 ±±=m ).

Ðàññìîòðåííàÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà ñîîòâåòñòâóåò èäåàëèçèðîâàííîé

ñèòóàöèè. Ðåàëüíûå âîëíû äàæå â ëó÷øåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèìè.

Äëÿ òàêèõ âîëí àìïëèòóäû 0s  è ôàçû 1ϕ  è 2ϕ  ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ ôóíê-

öèÿìè âðåìåíè (çàìåòíûå èçìåíåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ïðîèñõîäÿò çà âðåìÿ 
ω
π=>>τ 2

T ).

Îäíàêî, åñëè îáà øàðèêà ïðèâîäÿòñÿ â êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå îäíèì âèáðàòîðîì, ðàç-

íîñòü ôàç ϕ∆  â (5.45) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, ïîëîæåíèå èíòåðôåðåíöèîííûõ ìàêñèìó-

ìîâ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (5.47) è íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

Â ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ èñòî÷íèêè èíòåðôåðèðóþùèõ âîëí ìîãóò áûòü

íåçàâèñèìû. Â íàøåì îïûòå ýòî ìîæíî îñóùåñòâèòü, åñëè èñïîëüçîâàòü äâà âèáðàòîðà,

ê êàæäîìó èç êîòîðûõ ïðèñîåäèíåí ìàëåíüêèé øàðèê. Òîãäà ðàçíîñòü ôàç ϕ∆ áóäåò òàê-

æå èçìåíÿòüñÿ íà ìàñøòàáå âðåìåíè τ , è åå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

)()( tt δ+ϕ∆=ϕ∆ , (5.49)
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ãäå ϕ∆  � ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå ðàçíîñòè ôàç, )(tδ  � çíàêîïåðåìåííàÿ ôóíêöèÿ.

Ñ÷èòàÿ äëÿ ïðîñòîòû â (5.45) const0 =s , ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàð-

òèíà, êàê öåëîå, áóäåò äîñòàòî÷íî õàîòè÷íî ñìåùàòüñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû. Åñëè òàêóþ êàð-

òèíó ñíèìàòü íà êèíîïëåíêó ñî âðåìåíåì ýêñïîçèöèè êàäðà τ>∆t , òî íà êàæäîì êàäðå

áóäåò îòïå÷àòàíà óñðåäíåííàÿ çà âðåìÿ t∆  «ðàçìàçàííàÿ» êàðòèíà. Îíà ìîæåò ñòàòü ñîâñåì

íåðàçëè÷èìîé, åñëè èíòåðôåðåíöèîííûå ìàêñèìóìû áóäóò ñìåùàòüñÿ íà âåëè÷èíû, ðàâ-

íûå èëè ïðåâûøàþùèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ìàêñèìóìàìè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ äîñòà-

òî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ïðè èíòåðôåðåíöèè ñâåòîâûõ âîëí. ×òîáû ïîëíîãî «ñìàçûâàíèÿ»

êàðòèíû íå ïðîèçîøëî, î÷åâèäíî, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

π<<δ 2|)(| t . (5.50)

×åì ëó÷øå âûïîëíÿåòñÿ ýòî íåðàâåíñòâî, òåì âûøå êà÷åñòâî êàðòèíû. Òàê, íàïðè-

ìåð, äëÿ ñâåòîâûõ âîëí 129 1010~ −− ÷τ  ñ, è ïðè âèçóàëüíîì íàáëþäåíèè (äëÿ îðãàíîâ çðå-

íèÿ 1,0~t∆  ñ) ìû âñåãäà ðåãèñòðèðóåì «ðàçìàçàííóþ» èíòåðôåðåíöèîííóþ êàðòèíó.

Ñ êà÷åñòâîì êàðòèíû íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ïîíÿòèå êîãåðåíòíîñòè èíòåðôåðèðóþ-

ùèõ âîëí. Êîãåðåíòíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ áåçðàçìåðíûì êîýôôèöèåíòîì γ  (ñòåïåíüþ

êîãåðåíòíîñòè), êîòîðûé ìîæåò ìåíÿòüñÿ â èíòåðâàëå 10 <γ< . ×åì âûøå êà÷åñòâî êàð-

òèíû, òåì áîëüøå ñòåïåíü êîãåðåíòíîñòè. Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí, êîíå÷íî, 1=γ .

Ýòèì çàìå÷àíèåì î êîãåðåíòíîñòè âîëí ìû çäåñü è îãðàíè÷èìñÿ, à äåòàëüíîå

îïèñàíèå ïîíÿòèÿ áóäåò äàíî â êóðñå «Îïòèêà».

Äèôðàêöèÿ âîëí. Â óïðîùåííîì ñìûñëå ïîä äèôðàêöèåé ïîíèìàþò êðóã ÿâëå-

íèé, â êîòîðûõ ïðîÿâëÿåòñÿ îòñòóïëåíèå îò ïðÿìîëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Òàêîå

ïîíèìàíèå äèôðàêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, ïîñêîëüêó ïðÿìîëèíåéíîå ðàñïðîñòðàíå-

íèå âîëí ÿâëÿåòñÿ ëèøü îïðåäåëåííûì ïðèáëèæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, ñïåöèôèêà ëþáîãî

âîëíîâîãî äâèæåíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî ýòî äâèæåíèå, âîçíèêíóâ âíà÷àëå â îãðàíè÷åí-

íîé îáëàñòè, ñòðåìèòñÿ ðàñïðîñòðàíèòüñÿ â ðàâíîé ñòåïåíè âî âñå ñòîðîíû. Âûáîðîì ñïå-

öèàëüíîé ôîðìû ýòîé îáëàñòè ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî âîëíà ïîáåæèò ïðåèìóùåñòâåííî

â íåêîòîðûõ íàïðàâëåíèÿõ. Âäîëü îäíîãî èç òàêèõ íàïðàâëåíèé ïîáåæèò ôðàãìåíò âîëíû,

êîòîðûé ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ ìîæíî ñ÷èòàòü äâèæóùèìñÿ ïðÿìîëèíåéíî.

Äëÿ íàáëþäåíèÿ îñíîâíûõ çàêî-

íîìåðíîñòåé äèôðàêöèè âèäîèçìåíèì

õàðàêòåð âîçáóæäåíèÿ âîëí íà ïîâåðõíî-

ñòè âîäû â îïèñàííîì ðàíåå îïûòå. Â

êà÷åñòâå èñòî÷íèêà âîëíû âìåñòî øàðè-

êîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü ïëàñòèíó O1O2,

äëèíà êîòîðîé )53(0 ÷=l  ñì, ò.å. çàìåò-

íî ïðåâûøàåò äëèíó âîëíû 3~λ  ìì

(ðèñ. 5.22). Â ðåçóëüòàòå ïî ïîâåðõíîñòè

âîäû ïîáåæèò «ïëîñêàÿ» âîëíà â íàïðàâ- Ðèñ. 5.22.
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ëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëàñòèíå. Îò÷åòëèâî íàáëþäàþòñÿ äâå ïðÿìîëèíåéíûå ãðàíèöû

Ã1 è Ã2, îòäåëÿþùèå âîçìóùåííóþ âîëíîé è ãëàäêóþ ÷àñòè ïîâåðõíîñòè âîäû. Äëÿ ýòîé

ïîñëåäíåé ÷àñòè ìîæíî óïîòðåáèòü çàèìñòâîâàííûé èç îïòèêè òåðìèí: «îáëàñòü ãåîìåòðè-

÷åñêîé òåíè». Ñàìó âîëíó ÷àñòî íàçûâàþò âîëíîâûì ïó÷êîì, èëè ëó÷îì. Â ýòîì ýêñïåðè-

ìåíòå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî è íå çàõîäèò â îáëàñòü

òåíè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðàçìåð åå âîëíîâîãî ôðîíòà λ>>0l .

Óìåíüøèì òåïåðü ýòîò ðàçìåð. Ýòî íàèáîëåå ïðîñòî îñóùåñòâèòü, åñëè ïàðàë-

ëåëüíî ïëàñòèíå O1O2 óñòàíîâèòü äâå âåðòèêàëüíûå ñòåíêè Ñ1 è Ñ2, ðàññòîÿíèå l  ìåæ-

äó êîòîðûìè ìîæíî èçìåíÿòü (ðèñ. 5.23).

Åñëè ñäåëàòü l 5λ ≈
≈ 15 ìì, òî âîëíà íà÷íåò ïîñòå-

ïåííî çàõîäèòü â îáëàñòü òåíè, à

åå ôðîíò áóäåò èñêðèâëÿòüñÿ. Íà

íåêîòîðîì õàðàêòåðíîì ðàññòîÿ-

íèè L âîëíîâîé ïó÷îê ïðèîáðå-

òåò çàìåòíóþ óãëîâóþ ðàñõîäè-

ìîñòü è äàëåå áóäåò ðàñïðîñòðà-

íÿòüñÿ ïî ÷àñòè ïîâåðõíîñòè, îã-

ðàíè÷åííîé óãëîì ϑ2 . Ïðè

óìåíüøåíèè çàçîðà l  ìåæäó ñòåíêàìè óãîë ϑ2  âîçðàñòàåò, à ðàññòîÿíèå L óìåíüøàåòñÿ.

Ýòî îòñòóïëåíèå îò ïðÿìîëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äèôðàêöèè

è ñóùåñòâåííî òîãäà, êîãäà λ~l .

Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà îöåíèòü âåëè÷èíû ϑ  è L, èñïîëüçóÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé

ôðàíöóçñêèì ó÷åíûì Î. Ôðåíåëåì â XIX ñòîëåòèè äëÿ îáúÿñíåíèÿ äèôðàêöèè ñâåòîâûõ

âîëí. Ñëåäóÿ Ôðåíåëþ, ó÷àñòîê ôðîíòà ïàäàþùåé âîëíû â çàçîðå ìåæäó ñòåíêàìè ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê öåïî÷êó èç 1>>N  áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ

èñòî÷íèêîâ O1, O2, ..., ON (ðèñ. 5.24).

Âîçìóùåíèå â ëþáîé òî÷êå M ïîâåðõíîñòè âîäû åñòü ðåçóëüòàò èíòåðôåðåíöèè

N âîëí îò ýòèõ, òàê íàçûâàåìûõ «âòîðè÷íûõ» èñòî÷íèêîâ, è çàâèñèò îò ðàçíîñòè õîäà

âñåõ èíòåðôåðèðóþùèõ âîëí. Â ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ ðàññòîÿíèÿ 1r , 2r , ...,

l>>Nr , ïîýòîìó îòðåçêè O1M, O2M, ..., ONM ìîæíî ñ÷èòàòü ïàðàëëåëüíûìè. Ïîíÿòíî,

÷òî â òî÷êó P, ëåæàùóþ íà îñè âîëíîâîãî ïó÷êà, èíòåðôåðèðóþùèå âîëíû ïðèõîäÿò â

ôàçå è âîçìóùåíèå ïîâåð-

õíîñòè â íåé áóäåò ìàêñè-

ìàëüíûì. Íàïðîòèâ, â òî÷-

êå M âîëíû ìîãóò ïîãàñèòü

äðóã äðóãà, åñëè ðàçíîñòü

õîäà 12/ rrr N −=∆  ìåæäó

âîëíàìè îò êðàéíåãî èñ-

Ðèñ. 5.23.

Â

Î1

Î2

Ã1

Ã2

L

Ñ1

Ñ2

J

J

K

Ðèñ. 5.24.

Ñ1

Ñ2

ÎN

Î1

ÎN/2

P

M
r1

rN/2

rN

Dr

J

J
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òî÷íèêà O1 è ñðåäíåãî èñòî÷íèêà ON/2 áóäåò ðàâíà 2/λ . Ïîñêîëüêó ýòà ðàçíîñòü, êàê

âèäíî èç ðèñ. 5.24, ðàâíà ϑsin
2

l
, òî

2
sin

2

λ=ϑ=∆ l
r . (5.51)

Àíàëîãè÷íî, â ïðîòèâîôàçå áóäóò ïðèõîäèòü âîëíû è îò äðóãèõ ïàð èñòî÷íèêîâ

(O2, ON/2 + 1; O3, ON/2 + 2; ...; ON/2 � 1, ON). Ãîâîðÿò, ÷òî â òî÷êå M áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïåðâûé

ìèíèìóì äèôðàêöèîííîé êàðòèíû. Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà íàïèñàòü óñëîâèå, ïîäîáíîå (5.51),

è äëÿ äðóãèõ ìèíèìóìîâ. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ñòðîãèé àíàëèç, áîëåå 90% âñåé ýíåðãèè

ïåðåíîñèòñÿ âîëíîé â ïðåäåëàõ óãëà ϑ2 . Ïîýòîìó íà ðèñóíêå (5.23) ãðàíèöû Ã1 è Ã2 âåñüìà

óñëîâíû è î÷åð÷èâàþò ëèøü îñíîâíóþ, íàèáîëåå ýíåðãîåìêóþ ÷àñòü ïó÷êà.

Äëÿ îöåíêè äèôðàêöèîííîé ðàñõîäèìîñòè âîëíîâûõ ïó÷êîâ èñïîëüçóåòñÿ óãîë

ϑ, êîòîðûé ïðè λ>>l  îöåíèâàåòñÿ ñîãëàñíî (5.51) ïî ôîðìóëå

L

λ≈ϑ . (5.52)

Òàêóþ ðàñõîäèìîñòü ïó÷îê ïðèîá-

ðåòàåò íà íåêîòîðîì õàðàêòåðíîì ðàññòîÿ-

íèè L. Åãî ìîæíî ëåãêî îöåíèòü èç ðèñóí-

êà 5.25, íà êîòîðîì ïóíêòèðîì èçîáðàæåíû

àñèìïòîòû ê ãðàíèöàì Ã1 è Ã2. Áóäåì óñëîâ-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ðàññòîÿíèè L ïîïåðå÷íûé

ðàçìåð ïó÷êà óäâîèëñÿ è ñòàë ðàâíûì l2 .

Òîãäà ñ ó÷åòîì (5.52) ìû ìîæåì çàïèñàòü:

l

l λ==ϑ
L

. (5.53)

Îòñþäà

λ
=

2
l

L . (5.54)

Âåëè÷èíà L íàçûâàåòñÿ äèôðàêöèîííîé äëèíîé ïó÷êà ñ äëèíîé âîëíû λ  è ïî-

ïåðå÷íûì ðàçìåðîì l . Îíà îïðåäåëÿåò ìàñøòàá ðàññòîÿíèé, íà êîòîðûõ ðàçâèâàåòñÿ

çàìåòíàÿ äèôðàêöèÿ ïó÷êà.

Ñäåëàåì íåêîòîðûå îöåíêè.

Â îïûòå, èçîáðàæåííîì íà ðèñóí-

êå 5.22, 5=l  ñì, 3=λ  ìì, è 80~L  ñì.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êþâåòå äèôðàêöèÿ

ïðîñòî íå óñïåâàåò çàìåòíî ðàçâèòüñÿ.

Ïðè óìåíüøåíèè l  (ðèñ. 5.23) äî âåëè-

÷èíû 155 =λ=l  ìì, äèôðàêöèîííàÿ

äëèíà ïó÷êà 5,7=L  ñì, è äèôðàêöèÿ

ñòàíîâèòñÿ îò÷åòëèâî âèäíà. Ðèñ. 5.26.

Â

Î
1

Î
2

L
Ñ

l

K

Ðèñ. 5.25.

Ã
1

Ã
2

L

J

J
2ll
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Åñëè íà ïóòè âîëíîâîãî ïó÷êà ïîñòàâèòü ïðåïÿòñòâèå � ñòåíêó Ñ (ðèñ. 5.26), òî

ñðàçó çà ñòåíêîé áóäåò òåíü, îäíàêî âîëíà, ïðîéäÿ ðàññòîÿíèå λ= /~ 2
lL , îáîãíåò ïðå-

ïÿòñòâèå. Èëëþñòðàöèåé ê ñêàçàííîìó ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, âîçìîæíîñòü óñëûøàòü çâó-

êîâîé ñèãíàë àâòîìîáèëÿ, íàõîäÿñü ïîçàäè íåáîëüøîãî ñòðîåíèÿ. Îäíàêî çà ìíîãîýòàæ-

íûé äîì çâóê ïðàêòè÷åñêè íå ïðîíèêàåò.



121

ËÅÊÖÈß 6
Âîëíû íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Ãðàâèòàöèîííûå âîëíû. Êàïèëëÿðíûå âîë-

íû. Öóíàìè. Âíóòðåííèå âîëíû. Àêóñòè÷åñêèå âîëíû áîëüøîé àìïëèòóäû. Ëèíåéíûé è

íåëèíåéíûé ðåæèìû ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Óåäèíåííûå âîëíû (ñîëèòîíû).

Âîëíû íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Ãðàâèòàöèîííûå âîëíû. Ìíîãèå èç íàñ ìîãóò

äîëãî ëþáîâàòüñÿ ïîâåðõíîñòüþ ìîðÿ èëè ðåêè, ïî êîòîðîé ïåðåêàòûâàþòñÿ âîëíû. Ðîæäåí-

íûå âåòðîì, îíè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ çàòåì çà ñ÷åò ñèëû òÿæåñòè. Òàêèå âîëíû íàçûâàþòñÿ

ãðàâèòàöèîííûìè. ×àñòèöû âîäû ñîâåðøàþò â íèõ äâèæåíèå ïî êðóãîâûì è ýëëèïòè÷åñêèì

òðàåêòîðèÿì («ââåðõ�âíèç» è «âïåðåä�íàçàä»

îäíîâðåìåííî), ïîýòîìó òàêèå âîëíû (êàê è

âîëíû Ëÿâà) íåëüçÿ îòíåñòè íè ê ïðîäîëüíûì,

íè ê ïîïåðå÷íûì. Ãðàâèòàöèîííûå âîëíû

îáëàäàþò ðÿäîì óäèâèòåëüíûõ ñâîéñòâ, ê àíà-

ëèçó êîòîðûõ ìû è ïðèñòóïèì.

Ïóñòü ïî ïîâåðõíîñòè âîäîåìà ãëó-

áèíîé H ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè Ox

ïîâåðõíîñòíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà

)sin(),( 0 xtstxs k−ω= , (6.1)

ãäå s � ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè âîäû ââåðõ îò ðàâíîâåñíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæå-

íèÿ, îòìå÷åííîãî íà ðèñ. 6.1 ïóíêòèðîì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Hs <<|| .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàâëåíèå æèäêîñòè íà ãëóáèíå z ðàâíî:

),,(,,( txzpgztxzp δ+ρ=) , (6.2)

ãäå pδ  � äîáàâêà ê ãèäðîñòàòè÷åñêîìó äàâëåíèþ gzρ , îáóñëîâëåííàÿ âîëíîâûì äâè-

æåíèåì ïîâåðõíîñòè. Ñäåëàåì òàêæå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî

),()(),,( txgszftxzp ρ=δ . (6.3)

Âûðàæåíèå (6.3) çàïèñàíî â ïðèáëèæåíèè, ÷òî âîçìóùåíèå äàâëåíèÿ âáëèçè ïî-

âåðõíîñòè )0( →z  îïðåäåëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì gsρ ,

ñâÿçàííûì ñ èçìåíåíèåì óðîâíÿ æèäêîñòè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû:

),(),,0( txgstxp ρ=δ , (6.4)

ïðè÷åì ñ ãëóáèíîé ýòî âîçìóùåíèå äîëæíî óáûâàòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ )(zf  ñ

ðîñòîì z òàêæå äîëæíà óáûâàòü, ïðè ýòîì 1)0( =f . Ïîçæå ìû äîêàæåì, ÷òî ïðåäñòàâëå-

íèå âîçìóùåíèÿ äàâëåíèÿ â âèäå (6.3) îïðàâäàííî.

Äëÿ îïèñàíèÿ âîëíîâîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè íàì íåîáõîäèìî, âî-ïåðâûõ, äëÿ

çàäàííîé ÷àñòîòû ω  íàéòè k, òî åñòü óñòàíîâèòü äèñïåðñèîííóþ çàâèñèìîñòü )(kω=ω
è, âî-âòîðûõ, îïðåäåëèòü âèä ôóíêöèè )(zf . Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ñ ó÷åòîì (6.2)

çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé è íåâÿçêîé æèäêîñòè â ïëîñêî-

ñòè XOZ (ñì. óðàâíåíèå (3.30) â ëåêöèè ïî ãèäðîäèíàìèêå):

s

x0

H

z

Ðèñ. 6.1.
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.

;

z

p

zxt

x

p

zxt

z
z

z
x

z

x
z

x
x

x

∂
∂δ−=







∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

ρ

∂
∂δ−=







∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

ρ

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

(6.5)

Ïðè çàïèñè (6.5) ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äâèæåíèå ÷àñòèö ïî îñè Oy îòñóòñòâóåò.

Ó÷òåì äàëåå, ÷òî ÷ëåíàìè 
x
x

x ∂
∂v

v , 
z
z

z ∂
∂v

v , 
x

z
x ∂

∂v
v  è 

z
z

z ∂
∂v

v  â ñèëó èõ ìàëîñòè ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà ïîëó÷àåì

.

;

z

p

t

x

p

t

z

x

∂
∂δ−=

∂
∂

ρ

∂
∂δ−=

∂
∂

ρ

v

v

(6.6)

Ýòè óðàâíåíèÿ äîïîëíèì óñëîâèåì íåñæèìàåìîñòè:

.0=
∂

∂
+

∂
∂

zx
zx vv

(6.7)

Óðàâíåíèÿ (6.6) è (6.7) ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äàþò âîçìîæíîñòü

ðàññ÷èòàòü xz vv  ,  è pδ  è, òåì ñàìûì, ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè æèäêîñòè,

âêëþ÷àÿ äâèæåíèå åå ïîâåðõíîñòè.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå èç óðàâíåíèé (6.6) ïî õ, à âòîðîå � ïî z:

.

;

2

2

2

2

z

p

zt

x

p

xt

z

x

∂
δ∂−=

∂
∂

∂
∂ρ

∂
δ∂−=

∂
∂

∂
∂ρ

v

v

(6.8)

Â ëåâûõ ÷àñòÿõ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èçìåíåí ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ñëîæèì òåïåðü óðàâíåíèÿ (6.8). Òîãäà ñ ó÷åòîì (6.7) ìîæåì çàïèñàòü:

.0
2

2

2

2

=






∂
δ∂+

∂
δ∂−=







∂
∂

+
∂

∂
∂
∂ρ

z

p

x

p

zxt
zx vv

(6.9)

Óðàâíåíèå

0
2

2

2

2

=
∂

δ∂+
∂

δ∂
z

p

x

p (6.10)

ÿâëÿåòñÿ çíàìåíèòûì óðàâíåíèåì Ëàïëàñà, èñïîëüçóåìûì âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ôèçèêè.

Ïîýòîìó åãî ðåøåíèå õîðîøî èçâåñòíî.

Íà ïîâåðõíîñòè âîäîåìà ïðè 0=z  ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(6.4), à íà äíå ïðè Hz =  äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå 0=zv , èç êîòîðîãî ñ ó÷åòîì

âòîðîãî óðàâíåíèÿ (6.6) ïîëó÷àåì:

.0=
∂

∂δ

=Hzz

p (6.11)

Ïîäñòàâèì äàëåå (6.3) â (6.10) è ó÷òåì, ÷òî ð
x

ð δ−=
∂

δ∂ 2
2

2

k .
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Òîãäà (6.10) ïðèìåò âèä:

.0
d

d 2
2

2

=− f
z

f
k (6.12)

Ñ ìåòîäîì ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ìû ïîçíàêîìèëèñü â ëåêöèÿõ ïî êîëåáàíèÿì.

Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó zAezf λ=)( , ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 022 =−λ k ,

îòêóäà k±=λ 2,1 , è îáùåå ðåøåíèå (6.12) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ôóíêöèè:
zz BeAezf kk −+=)( , (6.13)

ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ )(zf  ñëåäóþùèå:

.0
d

d
      ;1)0( ==

=Hzz

f
f (6.14)

Ïîäñòàâëÿÿ (6.13) â (6.14), ïîëó÷àåì:

.0

;1

=−

=+
− HH BeAe

BA
kk

(6.15)

Îòñþäà

f z
z H

H
( )

[ ( )]

( )
=

−ch

ch

k
k

, (6.16)

ãäå ôóíêöèÿ )(
2

1
ch α−α +=α ee  � ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ.

Ãðàôèê ôóíêöèè )(zf  èçîáðàæåí íà

ðèñ. 6.2. Òåïåðü îñòàëîñü òîëüêî îïðåäåëèòü

âîëíîâîå ÷èñëî k, âõîäÿùåå â (6.1) è (6.3). Ýòî

ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ñíà÷àëà èç (6.1) íàéòè

âåðòèêàëüíîå óñêîðåíèå ÷àñòèöû íà ïîâåðõ-

íîñòè æèäêîñòè. Ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü, ÷òî

ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ zv  ñîîòâåòñòâóþò

óìåíüøåíèþ s:

),()sin( 22
02

2

txsxts
t

s

t
z ω=−ωω=

∂
∂−=

∂
∂

k
v . (6.17)

Ïîäñòàâèì (6.17) â ëåâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ (6.6), à ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî

óðàâíåíèÿ çàïèøåì, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (6.3). Òîãäà ïîëó÷èì

)(th
d

d

0

2 Hgs
z

f
gss

z

kkρ=ρ−=ρω
=

. (6.18)

Â (6.18) ó÷òåíî, ÷òî .ch/sh th,sh)ch( αα=αα=′α  Ïîýòîìó äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

ïîëó÷àåòñÿ â âèäå:

2/1
)(th






⋅⋅=ω

H

H
gH

k
k

k . (6.19)

Îáîçíà÷èì gHc =0 . Òîãäà

2/1

0
)(th






⋅=ω

H

H
c

k
k

k . (6.20)

f z( )

z0

1

H
Ðèñ. 6.2.
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Íà ðèñ. 6.3 ýòà çàâèñèìîñòü èçîáðàæåíà ñïëîøíîé ëèíèåé, à ïóíêòèðîì ïîêà-

çàíà ïðÿìàÿ k0c=ω . Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû k/ω=c  êàê ôóíêöèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà

ïîêàçàíà íà ðèñ. 6.4.

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòíûå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû ïîäâåðæåíû ñèëüíîé äèñ-

ïåðñèè. Ýôôåêò äèñïåðñèè ÿðêî âûðàæåí ó îêåàíñêèõ âîëí, çàðîæäàþùèõñÿ â óäàëåí-

íûõ øòîðìîâûõ ðàéîíàõ. Ïîñêîëüêó äëèííûå âîëíû (ñ ìåíüøèì k) äâèæóòñÿ áûñòðåå,

÷åì êîðîòêèå, òî îíè ïðèõîäÿò ê áåðåãàì ðàíüøå êîðîòêèõ íà 1�2 äíÿ.

Ýôôåêò äèñïåðñèè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îïðåäåëåíèè ìåñòà âîçíèêíîâå-

íèÿ âîëí, ïðîøåäøèõ äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ. Ðàññòî-

ÿíèå îò øòîðìîâîãî ðàéîíà äî ìåñòà, ãäå âîëíû ôèêñèðóþò, ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî ðàçíî-

ñòè âðåìåí ïðèáûòèÿ âîëí ðàçíîé äëèíû âîëíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîé ÷àñòîòû. Ïðå-

îáëàäàþùàÿ ÷àñòîòà ïðèáûâàþùèõ âîëí ðàñòåò âî âðåìåíè, à äëèíà ïðîéäåííîãî ïóòè

íàõîäèòñÿ ïî ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû. Òàê, ïî îöåíêå, îäèí èç ïàêåòîâ âîëí, íà-

áëþäàâøèõñÿ â ñåâåðíîé ÷àñòè Òèõîãî îêåàíà, ïðîøåë ïîëîâèíó îêðóæíîñòè çåìíîãî

øàðà îò Èíäèéñêîãî îêåàíà ïî äóãå áîëüøîãî êðóãà, ïðîõîäÿùåé þæíåå Àâñòðàëèè.

Ðåàëüíûå âîëíû, êàê óæå ãîâîðèëîñü ðàíüøå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ

âîëí, èëè âîëíîâûå ïàêåòû, êîòîðûå äâèæóòñÿ ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ kd/dω=u . Ñêîðîñòü

u ãðóïïû ìåíüøå, ÷åì ñêîðîñòè k/ω=c êàæäîé èç âîëí â ãðóïïå. Åñëè ðàññìàòðèâàòü îò-

äåëüíóþ âîëíó, òî ìîæíî âèäåòü, ÷òî îíà ïåðåìåùàåòñÿ áûñòðåå, ÷åì ãðóïïà. Ïðè äîñòèæå-

íèè ôðîíòà ãðóïïû îíà çàòóõàåò, à åå ìåñòî çàíèìàþò âîëíû, äîãîíÿþùèå ãðóïïó ñ òûëà.

Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû c, êàê ñëåäóåò èç (6.20), çàâèñèò îò ïàðàìåòðà

λπ= /2 HHk . Ïîýòîìó ðàçëè÷àþò âîëíû ãëóáîêîé è ìåëêîé âîäû.

Âîëíû ãëóáîêîé âîäû. Åñëè )(  1 λ>>>> HHk , òî òàêèå âîëíû íàçûâàþò âîë-

íàìè ãëóáîêîé âîäû. Âîçìóùåíèÿ pδ  ñîñðåäîòî÷åíû â ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå òîëùè-

íîé λ~  è íå «÷óâñòâóþò» ïðèñóòñòâèÿ äíà. Äëÿ òàêèõ âîëí, ñ ó÷åòîì ïðèáëèæåíèÿ

1)(th ≈Hk , äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (6.19) ïðèìåò âèä:

kg=ω . (6.21)

Òàêèì îáðàçîì, ýòè âîëíû îáëàäàþò ñèëüíîé äèñïåðñèåé.

Ñäåëàåì íåêîòîðûå îöåíêè. Â îêåàíå ïðåîáëàäàþò âîëíû ñ ïåðèîäîì êîëåáà-

íèé 10~T  ñ. Ñîãëàñíî (6.21) äëèíà âîëíû 150~/2 kπ=λ  ì, à ôàçîâàÿ ñêîðîñòü

15~c ì/ñ. Òàêàÿ ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé, òàê êàê îíà ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðíîé ñêî-

ðîñòüþ âåòðà âáëèçè ïîâåðõíîñòè, ãåíåðèðóþùåãî âîëíû ãëóáîêîé âîäû.

w

k0 H �1

Ðèñ. 6.3.

c

k0 H

c0

�1

Ðèñ. 6.4.
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Åñëè ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé äàâëåíèÿ ñ ãëóáèíîé, îïèñûâàå-

ìîå ôóíêöèåé )(zf  (ñì. (6.16)), òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 1−= ef  ïðè 256/ =λ=z ì. Òàêèì

îáðàçîì, ïðèáëèæåíèå ãëóáîêîé âîäû ñïðàâåäëèâî â òåõ ìåñòàõ, ãäå ãëóáèíà H 25 ì.

Âîëíû ìåëêîé âîäû. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê áåðåãó ãëóáèíà H óìåíüøàåòñÿ, è

ðåàëèçóåòñÿ óñëîâèå )2(  1 λ<π< HHk . Õîòÿ ÷àñòîòà âîëíû îñòàåòñÿ ïðåæíåé, îäíàêî

äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ïðèìåò èíîé âèä:

0cgH kk ==ω , (6.22)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî íà ìåëêîé âîäå äèñïåðñèÿ âîëí îòñóòñòâóåò. Ñêîðîñòü âîëí

gHc =0  óìåíüøàåòñÿ ñ ãëóáèíîé, è íà ãëóáèíå H = 1 ì ñêîðîñòü 3~0c  ì/ñ, à äëèíà

âîëíû ïðè 10~T  ñ ðàâíà 30~0Tc=λ  ì.

Â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê áåðåãó, ãäå ãëóáèíà H ñðàâíèìà ñ àìïëèòóäîé

âîëíû 0s , âîëíà èñêàæàåòñÿ � ïîÿâëÿþòñÿ êðóòûå ãðåáíè, êîòîðûå äâèæóòñÿ áûñòðåå

ñàìîé âîëíû è çàòåì îïðîêèäûâàþòñÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ãëóáèíà ïîä ãðåáíåì

ðàâíà 0sH +  è ïðåâîñõîäèò ãëóáèíó ïîä âïàäèíîé 0sH − . Â ðåçóëüòàòå êîëåáàíèÿ ÷àñ-

òèö âîëíû ïðèîáðåòàþò ñëîæíûé õàðàêòåð. Ïî àíàëîãèè ñî çâóêàìè ìóçûêàëüíûõ èíñò-

ðóìåíòîâ, îñöèëëîãðàììû êîòîðûõ ïîêàçàíû â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

êîëåáàíèÿ ÷àñòèö âîäû ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïîçèöèåé êîëåáàíèé ìíîãèõ ÷àñòîò, ïðè÷åì ïî

ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê áåðåãó øèðèíà ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà óâåëè÷èâàåòñÿ. Ñ ïîäîáíûì èñ-

êàæåíèåì àêóñòè÷åñêèõ âîëí ìû âñòðåòèìñÿ íåñêîëüêî ïîçäíåå, êîãäà áóäåì èçó÷àòü íå-

ëèíåéíîå ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí êîíå÷íîé àìïëèòóäû.

Èç ïðèâåäåííîé âûøå êëàññèôèêàöèè ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

îêåàíà ñ ãëóáèíîé H = 5 êì âîëíû ãëóáîêîé âîäû äîëæíû èìåòü 30~2 Hπ<λ  êì. Ñî-

ãëàñíî (6.21) èõ ïåðèîä êîëåáàíèé T = 2π/ω 2 ìèí, à ñêîðîñòü c = λ/T 250 ì/ñ. Äëÿ

êîíòèíåíòàëüíîãî øåëüôà 50~H  ì, ïîýòîìó âîëíàìè ãëóáîêîé âîäû áóäóò âîëíû ñ

λ 300 ì, T   15 ñ è c   20 ì/ñ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ãëóáèíå H ~ 5 êì âîëíû ñ äëèíàìè âîëí λ 30 êì áóäóò

âîëíàìè ìåëêîé âîäû. Ýòè âîëíû èìåþò ïåðèîä êîëåáàíèé T 2 ìèí, à èõ ñêîðîñòü

c 250 ì/ñ. Òàêèå âîëíû äâèãàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ðåàêòèâíîãî ñàìîëåòà è ìîãóò ïåðå-

ñå÷ü Àòëàíòè÷åñêèé îêåàí ïðèìåðíî çà 7 ÷àñîâ.

Õàðàêòåð äâèæåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè. Ðàññ÷èòàåì ñêîðîñòè ÷àñòèö xv  è zv ,

êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò x, z è âðåìåíè t. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü èç óðàâíåíèé (6.6) ñ ó÷åòîì

(6.3), (6.1) è (6.16):

).sin(
d

d

),cos()(

0
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xtgs
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f
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(6.23)



Êîëåáàíèÿ è âîëíû126

Îòñþäà
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(6.24)

Íà ðèñ. 6.5 ïîêàçàíû âåêòîðû ñêîðîñòè ÷àñòèö íà ãëóáèíå z è íà ïîâåðõíîñòè â

ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïóíêòèðîì èçîáðàæåíî ïîëîæåíèå âîëíû ÷åðåç ìà-

ëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ïîä ãðåáíåì âîëíû ÷àñòèöû èìåþò ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè

0>xv , à ïîä âïàäèíîé .0<xv  Ñêîðîñòü íåêîòîðîé ÷àñòèöû A íàïðàâëåíà âíèç, è ñ

òå÷åíèåì âðåìåíè áóäåò èçìåíÿòüñÿ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â ïîñëåäóþùèé ìîìåíò ñêîðîñòü

÷àñòèöû A áóäåò òàêîé, êàê ó ÷àñòèöû B â íàñòîÿùèé ìîìåíò, çàòåì � êàê ó ÷àñòèöû C â

íàñòîÿùèé ìîìåíò, è òàê äàëåå. Ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû A áóäåò ýëëèïòè÷åñêîé.

Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ êîîðäèíàòû z (ãëóáèíû ïîãðóæåíèÿ) 0→zv , ýëëèïñû ñïëþùèâà-

þòñÿ, è ïðè z λ ÷àñòèöû æèäêîñòè êîëåáëþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âäîëü îñè Ox.

Ðàçìåð l  áîëüøîé ïîëóîñè ýëëèïñà ìîæíî îöåíèòü èç óñëîâèÿ

TsgTx 0max)(
ω

=≈ k
vl . (6.25)

Ñðàâíèì l  ñ äëèíîé âîëíû λ :

Ts
g

0ωλ
≈

λ
kl

. (6.26)

Ó÷òåì, ÷òî c=ω k/ , cT=λ , gHc =0  � ñêîðîñòü âîëí ìåëêîé âîäû. Òîãäà

H

s

c

c 0
2

2
0≈

λ
l

. (6.27)

Äëÿ ìåëêîé âîäû 0cc = , è

10 <<=
λ H

sl
. (6.28)

Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå H~λ , òî 0~ sl , ò.å. âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì àìïëèòóäû

âîëíû 0s . Íî òàê êàê Hs <<0 , òî àìïëèòóäà ãîðèçîíòàëüíûõ êîëåáàíèé λ<<l .
s

x
0

H

z

A

2l

BC

l

Ðèñ. 6.5.
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×àñòèöû íà ïîâåðõíîñòè ãëóáîêîé æèäêîñòè äâèæóòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì, áëèç-

êèì ê êðóãîâûì. Ïî òàêèì æå òðàåêòîðèÿì áóäåò äâèãàòüñÿ è ïëàâàþùåå íà ïîâåðõíîñòè

íåáîëüøîå òåëî, íàïðèìåð, ïðèòîïëåííûé ïîïëàâîê.

Äî ñèõ ïîð ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ïðî-

ôèëü âîëíû ÿâëÿåòñÿ ñèíóñîèäàëüíûì, ÷òî âîç-

ìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè àìïëèòóäà âîë-

íû î÷åíü ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ åå äëèíîé. Â ïðè-

ðîäå òàêèì ïðîôèëåì ðåàëüíî îáëàäàþò òîëüêî

ïðèëèâíûå âîëíû, äëèíà êîòîðûõ ÷ðåçâû÷àéíî

âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ âûñîòîé. Îáû÷íûå âåò-

ðîâûå âîëíû èìåþò áîëåå ñëîæíûé âèä. Êàê ïî-

êàçûâàþò ðàñ÷åòû, ÷àñòèöû æèäêîñòè â íèõ äâèæóòñÿ ïî îêðóæíîñòÿì, ðàäèóñ êîòîðûõ

ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ñ ãëóáèíîé (ñì. ðèñ. 6.6). Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè íà ðèñóíêå

ïîêàçàíû ëèíèè ðàâíîãî äàâëåíèÿ, ëþáàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîâåðõíî-

ñòè âîäû ïðè îïðåäåëåííîé àìïëèòóäå âîëíû. Ýòè ëèíèè ÿâëÿþòñÿ òðîõîèäàìè � òðà-

åêòîðèÿìè òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàäèóñå ìåæäó öåíòðîì è îáîäîì êîëåñà, êàòÿùå-

ãîñÿ ïîä ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, ðàñïîëîæåííîé íà âûñîòå 
π

λ
2

 íàä óðîâíåì íåâîçìó-

ùåííîé ïîâåðõíîñòè âîäû. Ïîýòîìó òàêàÿ âîëíà íàçûâàåòñÿ òðîõîèäàëüíîé è îòëè÷àåò-

ñÿ îò ñèíóñîèäàëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû, çàäàâàåìîé ôîðìóëîé (6.1). Î÷åíü áëèçêè-

ìè ê òðîõîèäàëüíûì ÿâëÿþòñÿ âîëíû ïîñëå íàñòóïëåíèÿ íà ìîðå øòèëÿ. Ýòî òàê íàçûâà-

åìàÿ ìåðòâàÿ çûáü. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ðàäèóñ îðáèòû ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ íà

ïîâåðõíîñòè âîäû, ðàâåí 
π

λ
2

, ïðîôèëü âîëíû èìååò âèä öèêëîèäû (âåðõíÿÿ êðèâàÿ íà

ðèñ. 6.6). Îäíàêî, îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî öèêëîèäàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè âîäû ìîæåò

íàáëþäàòüñÿ òîëüêî ó ñòîÿ÷èõ âîëí.

Îïûòíûì ïóòåì òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ó áåãóùèõ òðîõîèäàëüíûõ âîëí óãîë

ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè âîäû è ãîðèçîíòîì íå ïðåâûøàåò ~30°. Åñëè óãîë

ñêàòà ó ãðåáíÿ âîëíû ïðåâûøàåò ýòî çíà÷åíèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò îòíîøåíèþ àìï-

ëèòóäû òðîõîèäàëüíîé âîëíû ê åå äëèíå 08,0
4

10 ≈
π

≈
λ
s

, òî âîëíà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü.

Ýòî ÿâëåíèå èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â ïðîöåññå çàðîæäåíèÿ è ðàçâèòèÿ âîëí, ÷òî ìîæíî

çàìåòèòü, íàáëþäàÿ çà íèìè â ïðèñóòñòâèè âåòðà. Âûñîêèå âîëíû ñ îñòðûìè ãðåáåøêà-

ìè íå ìîãóò ïðîäîëæàòü ñâîé áåã, òàê êàê èõ ãðåáíè îïðîêèäûâàþòñÿ è ðàçðóøàþòñÿ, è

âîëíû óìåíüøàþòñÿ ïî âûñîòå.

Êàïèëëÿðíûå âîëíû. Ïðè àíàëèçå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò âîëíîâîãî ÷èñëà,

èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 6.4, âîçíèêàåò âîïðîñ: äî êàêîé âåëè÷èíû ïàäàåò ñêîðîñòü c ïðè

óâåëè÷åíèè âîëíîâîãî ÷èñëà k (èëè óìåíüøåíèè äëèíû âîëíû). Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ

óìåíüøåíèåì äëèíû âîëíû ñêîðîñòü äîñòèãàåò ìèíèìóìà, à çàòåì íà÷èíàåò âîçðàñòàòü.

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ìàëîì ðàäèóñå R êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè )~( λR  íà÷èíàþò

l/ p2

Ðèñ. 6.6.
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èãðàòü çàìåòíóþ ðîëü ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Ïîä èõ äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòü

âîäû ñòðåìèòñÿ óìåíüøèòü ñâîþ ïëîùàäü. Ñèòóàöèÿ íàïîìèíàåò ðàññìîòðåííóþ ðàíåå,

â ñëó÷àå ñ íàòÿíóòûì ðåçèíîâûì øíóðîì. Òàêèå âîëíû íàçûâàþòñÿ êàïèëëÿðíûìè.

Åñëè ïðè óâåëè÷åíèè íàòÿæåíèÿ øíóðà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïî íåìó âîëí

âîçðàñòàëà, òî ïðè óñèëåíèè ðîëè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ (óìåíüøåíèè R~λ ) ñêî-

ðîñòü êàïèëëÿðíûõ âîëí äîëæíà òàêæå óâåëè÷èâàòüñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äàâëåíèå ïîä èñ-

êðèâëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ 
R

p
σ

~ , ãäå σ  � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñò-

íîãî íàòÿæåíèÿ. Åñëè ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü, ÷òî Rπ=λ 2 , òî ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé

äëÿ ñêîðîñòè çâóêà â ãàçå (ïðè 1=γ ) ìîæíî îöåíèòü ôàçîâóþ ñêîðîñòü òàêèõ âîëí:

k
k ρ

σ=
ρ

=ω= p
cê . (6.29)

Ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìóëà (6.29) äëÿ êàïèëëÿðíûõ âîëí ãëóáîêîé âîäû îêà-

çûâàåòñÿ òî÷íîé. Ó÷åò êîíå÷íîñòè ãëóáèíû âîäîåìà äàåò äëÿ ýòèõ âîëí ðåçóëüòàò, àíàëî-

ãè÷íûé ïîëó÷åííîìó âûøå äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí: â ôîðìóëå (6.29) ïîä êîðíåì äî-

ïîëíèòåëüíî ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü )th( Hk .

Êàïèëëÿðíûå âîëíû òàêæå èñïûòûâàþò äèñïåðñèþ, îäíàêî, â îòëè÷èå îò ãðàâè-

òàöèîííûõ, èõ ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì âîëíîâîãî ÷èñëà k, ò.å. ñ óìåíü-

øåíèåì λ . Ïîëåçíî çàïèñàòü äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (6.29) â âèäå:

32 k
ρ
σ=ω . (6.30)

Êàê ñëåäóåò èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü uê êàïèëëÿðíûõ âîëí ãëó-

áîêîé âîäû áîëüøå èõ ôàçîâîé ñêîðîñòè cê â ïîëòîðà ðàçà: êàïêàï 2

3

2

3

d

d
cu =

ρ
σ=ω= k

k
,

òîãäà êàê äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí (ñì. (6.21)) ãðãð 2

1

2

1
c

g
u ==

k
, ò.å. ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü

âäâîå ìåíüøå ôàçîâîé. Ðàçëè÷èå ãðóïïîâîé è ôàçîâîé ñêîðîñòåé êàïèëëÿðíûõ âîëí õîðî-

øî çàìåòíî íà ïîâåðõíîñòè âîäû ïðè ïîðûâàõ âåòðà: âèäíî, ÷òî ìåëêàÿ ðÿáü âíóòðè ãðóï-

ïû âîëí äâèæåòñÿ ìåäëåííåå, ÷åì âåñü âîëíîâîé ïàêåò.

Åñëè áû ìû ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðè ðàññìîòðåíèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ó÷ëè êàê

äåéñòâèå ñèëû òÿæåñòè, òàê è ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, ìû áû ïîëó÷èëè äëÿ âîëí ãëó-

áîêîé âîäû îäíî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, èç êîòîðîãî ôîðìóëû (6.21) è (6.30) ïî-

ëó÷èëèñü áû ïðåäåëüíûìè ïåðåõîäàìè â îáëàñòè ìàëûõ è áîëüøèõ k.

Äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë 1−>> Hk  ìû ìîæåì îáúåäèíèòü (6.21) è (6.30) ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

ω σ
ρ

= +gk k 3 . (6.31)

Îòñþäà ñêîðîñòü ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿðíûõ âîëí ãëóáîêîé âîäû ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé

k
kk ρ

σ+=ω= g
c . (6.32)
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Äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë 1−<< Hk  (âîëíû ìåëêîé âîäû) â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.22) ñêî-

ðîñòü ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ gHc =0 , à äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé k â ñîîòâåòñòâèè

ñ (6.20) ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè âîëí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

.)(th H
g

c kk
k 





ρ
σ+= (6.33)

Çàâèñèìîñòü (6.33) ñêîðîñòè c îò âîëíîâîãî ÷èñëà k ïîêàçàíà íà ðèñ. 6.7. Âèäíî,

÷òî ñêîðîñòü äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.32) ýòî ïðîèñõîäèò

ïðè g/kìèí = skìèí/ρ, îòêóäà 
σ
ρ= g

ìèík . Ñëåäîâàòåëüíî,

24ìèí ⋅
ρ

σ= g
c . (6.34)

Äëÿ âîäû 073,0=σ  Í/ì, cìèí ≈ 23,2 ñì/ñ, λìèí = 2π/kìèí ≈ 1,73 ñì.

Òàêèì îáðàçîì, íà ïîâåðõ-

íîñòè âîäû íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü

âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ñî ñêî-

ðîñòüþ ìåíüøå 23 ñì/ñ!

Êàïèëëÿðíûå âîëíû ÷àñòî

èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êî-

ýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿ-

æåíèÿ æèäêîñòåé.

Âîëíû öóíàìè. Êðîìå âîëí, ãåíåðèðóåìûõ âåòðîì, ñóùåñòâóþò î÷åíü äëèí-

íûå âîëíû, âîçíèêàþùèå âî âðåìÿ ïîäâîäíûõ çåìëåòðÿñåíèé, èëè ìîðåòðÿñåíèé. Íàè-

áîëåå ÷àñòî òàêèå çåìëåòðÿñåíèÿ ïðîèñõîäÿò íà äíå Òèõîãî îêåàíà, âäîëü äëèííûõ öå-

ïåé Êóðèëüñêèõ è ßïîíñêèõ îñòðîâîâ. Ãðîìàäíûå âîëíû, âîçíèêàþùèå ïðè ìîùíîì

òîë÷êå, èìåþò âûñîòó 1510~0 −s  ì è 310~λ  êì. Äîñòèãàÿ áåðåãà, îíè ñìûâàþò íå

òîëüêî ãîðîäà è äåðåâíè, íî è ðàñòèòåëüíîñòü âìåñòå ñ ïî÷âîé. Áîëüøèå áåäñòâèÿ îíè

ïðè÷èíÿþò íàñåëåíèþ ßïîíèè, êîòîðîå äàëî èì íàçâàíèå «öóíàìè» (ïî-ÿïîíñêè � «áîëü-

øàÿ âîëíà â ãàâàíè»).

Èíòåðåñíû ñâåäåíèÿ î âåëè÷èíàõ äåôîðìàöèé äíà îêåàíà âî âðåìÿ çåìëåòðÿñå-

íèé. Â 1922 ãîäó ÿïîíñêèå ãèäðîãðàôû ñäåëàëè ïðîìåðû ãëóáèí â çàëèâå Ñàãàìè, íåäàëåêî

îò Òîêèî, à ÷åðåç ãîä � 1 ñåíòÿáðÿ 1923 ãîäà � òàì ïðîèçîøëî êàòàñòðîôè÷åñêîå çåìëå-

òðÿñåíèå. Ïîâòîðíûé ïðîìåð ãëóáèí ïîñëå çåìëåòðÿñåíèÿ ïîêàçàë, ÷òî èçìåíåíèÿ ðåëüåôà

äíà ïðîèçîøëè íà ïëîùàäè îêîëî 150 êì2, ïðè ýòîì îäíè ÷àñòè äíà ïîäíÿëèñü ìåñòàìè íà

230 ì, à äðóãèå îïóñòèëèñü äî 400 ì. Ïîäíÿâøàÿñÿ ÷àñòü äíà âûòîëêíóëà ãðîìàäíûé îáúåì

âîäû, êîòîðûé ïî îöåíêàì ñîñòàâèë âåëè÷èíó 23~V  êì3. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî òîë÷êà îáðà-

çîâàëñÿ îãðîìíûé âîäÿíîé õîëì (óåäèíåííàÿ âîëíà), êîòîðûé ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âûçâàë

ïîäúåì óðîâíÿ âîäû ó áåðåãîâ ßïîíèè â ðàçíûõ ìåñòàõ îò 3,3 äî 10 ì.

c

ê k0 H

cìèí

�1
ìèí

c0

Ðèñ. 6.7.
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Âíóòðåííèå ãðàâèòàöèîííûå è èíûå âîëíû. Íàðÿäó ñ ïîâåðõíîñòíûìè ãðàâè-

òàöèîííûìè è êàïèëëÿðíûìè âîëíàìè â îêåàíå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî äðóãèõ âèäîâ âîëí,

êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â äèíàìèêå îêåàíà. Îêåàí, â îòëè÷èå îò èäåàëüíîé æèäêîñòè,

ñòðàòèôèöèðîâàí � òî åñòü åãî âîäû íå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè, à èçìåíÿþòñÿ ïî ïëîòíî-

ñòè ñ ãëóáèíîé. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå îáóñëîâëåíî ïîòîêàìè ýíåðãèè (òåïëà) è âåùåñòâà. Â

óïðîùåííîì âèäå îêåàí ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîñòîÿùèì èç äâóõ ñëîåâ âîäû: ñâåðõó ëåæèò

áîëåå ëåãêàÿ (òåïëàÿ èëè ìåíåå ñîëåíàÿ), ñíèçó � áîëåå ïëîòíàÿ (áîëåå ñîëåíàÿ èëè õîëîä-

íàÿ). Ïîäîáíî òîìó êàê ïîâåðõíîñòíûå âîëíû ñóùåñòâóþò íà ãðàíèöå âîäà�âîçäóõ, íà ãðà-

íèöå ðàçäåëà âîä ðàçíîé ïëîòíîñòè áóäóò ñóùåñòâîâàòü âíóòðåííèå ãðàâèòàöèîííûå âîë-

íû. Àìïëèòóäà âîëí ýòîãî òèïà â îêåàíå ìîæåò äîñòèãàòü ñîòíè ìåòðîâ, äëèíà âîëíû �

ìíîãèõ êèëîìåòðîâ, íî êîëåáàíèÿ âîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðè ýòîì íè÷òîæíû. Âíóòðåííèå

âîëíû ïðîÿâëÿþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè îêåàíà, âîçäåéñòâóÿ íà õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòíûõ

âîëí, ïåðåðàñïðåäåëÿÿ ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûå âåùåñòâà. Ïî ýòèì ïðîÿâëåíèÿì îíè è ìî-

ãóò áûòü îáíàðóæåíû íà ïîâåðõíîñòè îêåàíà. Òàê êàê ïîâåðõíîñòíûå ãðàâèòàöèîííî-êà-

ïèëëÿðíûå âîëíû è ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûå âåùåñòâà ñèëüíî âëèÿþò íà êîýôôèöèåíò îò-

ðàæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ, â òîì ÷èñëå ñâåòîâûõ âîëí, âíóòðåííèå âîëíû õîðîøî îáíàðó-

æèâàþòñÿ äèñòàíöèîííûìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð, îíè âèäíû èç êîñìîñà. Âíóòðåííèå âîë-

íû ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè ïîâåðõíîñòíûìè ãðàâèòàöèîííûìè âîëíàìè îáëàäàþò ðÿ-

äîì óäèâèòåëüíûõ ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âíóòðåííèõ âîëí ïåðïåíäèêó-

ëÿðíà ôàçîâîé, óãîë îòðàæåíèÿ âíóòðåííèõ âîëí îò îòêîñà íå ðàâåí óãëó ïàäåíèÿ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè êðóïíîìàñøòàáíûõ ÿâëåíèé â Ìèðîâîì îêåàíå íåîáõîäèìî ó÷è-

òûâàòü ýôôåêòû âðàùåíèÿ Çåìëè, èçìåíåíèå ãëóáèíû è íàëè÷èå áîêîâûõ ãðàíèö. Ñèëà

Êîðèîëèñà ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ èíåðöèîííûõ, èëè ãèðîñêîïè÷åñêèõ âîëí.

Èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé çàâèõðåííîñòè âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ ãåîãðàôè÷åñêîé øèðîòû

è ãëóáèíû îêåàíà îáóñëàâëèâàþò âîçíèêíîâåíèå ïëàíåòàðíûõ âîëí Ðîññáè. Áîêîâûå ãðà-

íèöû è èçìåíåíèå ãëóáèíû íà øåëüôå ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâîâàíèþ íåñêîëüêèõ òèïîâ áåðå-

ãîâûõ çàõâà÷åííûõ âîëí � øåëüôîâûõ, êðàåâûõ, Êåëüâèíà, òîïîãðàôè÷åñêèõ âîëí Ðîññáè.

Êðóïíîìàñøòàáíûå âîëíû òèïà âîëí Ðîññáè, Êåëüâèíà è äð. îêàçûâàþò ñóùå-

ñòâåííîå âëèÿíèå íà òåðìîãèäðîäèíàìèêó îêåàíà, âçàèìîäåéñòâèå àòìîñôåðû è îêåà-

íà, êëèìàò è ïîãîäó. Ñâîéñòâà ìíîãèõ èç ýòèõ âîëí ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ

ïîâåðõíîñòíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí. Íàïðèìåð, âîëíû Êåëüâèíà ëîêàëèçîâàíû â óç-

êîé øåëüôîâîé çîíå, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ñåâåðíîì ïîëóøàðèè âäîëü áåðåãà ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè. Ýêâàòîðèàëüíûå âîëíû Ðîññáè, èìåÿ ïðîñòðàíñòâåííûå ìàñøòàáû â

ñîòíè êèëîìåòðîâ, ëîêàëèçóþòñÿ âäîëü ýêâàòîðà è ïðîÿâëÿþòñÿ íå â èçìåíåíèè óðîâíÿ,

à ïðåæäå âñåãî â ôîðìå âèõðåâûõ òå÷åíèé.

Ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ âîëí êîíå÷íîé àìïëèòóäû. Åñëè âîçìóùå-

íèÿ ïëîòíîñòè δρ  è äàâëåíèÿ pδ  â àêóñòè÷åñêîé âîëíå íå ÿâëÿþòñÿ èñ÷åçàþùå ìàëû-

ìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàâíîâåñíûìè çíà÷åíèÿìè ρ0 è p0, òî ãîâîðÿò, ÷òî âîëíà èìååò êî-

íå÷íóþ àìïëèòóäó. Îáû÷íî òàêèå âîëíû îáëàäàþò âûñîêîé èíòåíñèâíîñòüþ, è äëÿ îïè-
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ñàíèÿ èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøàòü íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè.

Àíàëèçîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí êîíå÷íîé àìïëèòóäû çàíèìàåòñÿ îòäåëüíàÿ íàóêà, íà-

çûâàåìàÿ íåëèíåéíîé àêóñòèêîé. Â íàøèõ ëåêöèÿõ ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü íåáîëüøèì

îáúåìîì ñâåäåíèé èç íåëèíåéíîé àêóñòèêè.

Ïóñòü â ãàçå âäîëü îñè Ox ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ìîùíàÿ àêóñòè÷åñêàÿ âîëíà. Åñëè

ïðåíåáðå÷ü âÿçêîñòüþ ãàçà, òî îäíîìåðíîå äâèæåíèå ÷àñòèö âäîëü ýòîé îñè áóäåò îïè-

ñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà è óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè:

.0)(

;

=ρ
∂
∂+

∂
∂ρ

∂
∂−=

∂
∂ρ+

∂
∂ρ

v

v

v

v

xt

x

p

xt
(6.35)

Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â èõ ëåâûõ ÷à-

ñòÿõ ñîäåðæàòñÿ íåëèíåéíûå ÷ëåíû. Îáû÷íî ýòó íåëèíåéíîñòü íàçûâàþò êèíåìàòè÷åñ-

êîé íåëèíåéíîñòüþ. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ (6.35) ñîäåðæàò òðè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè

),( txρ , ),( txp  è ),( txv , òî íåîáõîäèìî èõ äîïîëíèòü òðåòüèì óðàâíåíèåì, ñâÿçûâàþ-

ùèì p è ρ. Äëÿ ãàçà îíî, êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì àäèàáàòû:
γ







ρ
ρ=ρ=
0

0)( ppp . (6.36)

Ïðåäñòàâèì p è ρ â âèäå:

ppp δ+= 0 ; δρ+ρ=ρ 0 . (6.37)

Çàòåì ïîäñòàâèì (6.37) â (6.36):
γ







ρ
δρ+=δ+

0
00 1ppp . (6.38)

Ïîëàãàÿ, ÷òî 1/ 0 <ρδρ , ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü (6.38) â ðÿä:

( )











+





ρ
δρ−γγ+

ρ
δργ+=δ+ ...

2

1
1

2

00
00 ppp . (6.39)

Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè, èìåþùèìè ïîðÿäîê ìàëîñòè 3
0 )/( ρδρ  è âûøå, îêîí÷à-

òåëüíî çàïèøåì óðàâíåíèå àäèàáàòû â âèäå:

0

2
2
0

2
0

)(

2

1

ρ
δρ−γ+δρ=δ ccp , (6.40)

ãäå 
0

02
0 ρ

γ=
p

c .

Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (6.40) íà÷èíàåò äàâàòü çàìåòíûé âêëàä ïðè ñèëüíîì

ñæàòèè (ðàçðåæåíèè), ïîýòîìó ñâÿçü ìåæäó âîçìóùåíèÿìè äàâëåíèÿ pδ  è ïëîòíîñòè

δρ  ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíîé. Ýòà íåëèíåéíîñòü îáóñëîâëåíà íåëèíåéíîñòüþ ñèë ìåæìî-

ëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è íàçûâàåòñÿ ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ. Îíà âìåñòå ñ êè-

íåìàòè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ìîæåò êàðäèíàëüíî ïîâëèÿòü íà õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ èíòåíñèâíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê óñòàíîâëåíèþ îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé òàêîãî ðàñïðîñò-

ðàíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì (6.37) â óðàâíåíèÿ (6.35). Òîãäà ïîëó÷èì:

.0])[(

;)()(

0

00

=δρ+ρ
∂
∂+

∂
∂δρ

∂
∂δ−=

∂
∂δρ+ρ+

∂
∂δρ+ρ

v

v

v

v

xt

x

p

xt
(6.41)

×òîáû ïîìî÷ü ÷èòàòåëþ ïðåîäîëåòü ïñèõîëîãè÷åñêèé áàðüåð, ñâÿçàííûé ñ àíà-

ëèçîì ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (6.40)�(6.41), ìû ïîêàæåì âíà÷àëå, êàê èç ýòèõ

óðàâíåíèé ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü âîëíîâîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ëèíåéíûé ðåæèì

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, èçó÷åííûé ïîäðîáíî ðàíåå.

Ëèíåéíûé ðåæèì )||  ,||( 00 pp <<δρ<<δρ . Óäåðæèì â óðàâíåíèÿõ (6.41) òîëü-

êî ëèíåéíûå ÷ëåíû. Òîãäà ïîëó÷èì

.

;0

;

2
0

0

0

δρ=δ

=
∂
∂ρ+

∂
∂δρ

∂
∂δ−=

∂
∂ρ

cp

xt

x

p

t
v

v

(6.42)

Èñêëþ÷èì äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð, δρ  è pδ . Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôå-

ðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ïî âðåìåíè t, à âòîðîå � äîìíîæèì íà 2
0c  è ïðîäèôôåðåí-

öèðóåì ïî êîîðäèíàòå õ, à çàòåì âû÷òåì îäíî óðàâíåíèå èç äðóãîãî. Ñ ó÷åòîì òðåòüåãî

óðàâíåíèÿ ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå δρ  è pδ , ñîêðàòÿòñÿ, è ìû ïîëó÷èì èçâåñòíîå íàì âîë-

íîâîå óðàâíåíèå

2

2
2
02

2

x
c

t ∂
∂=

∂
∂ vv

, (6.43)

îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå áåç èñêàæåíèé âäîëü îñè Ox ñî ñêîðîñòüþ 0c  âîëíû

ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòè.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü âîëíîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé

äàâëåíèÿ pδ  è ïëîòíîñòè δρ . Íå îñòàíàâëèâàÿñü äàëåå íà ðåøåíèÿõ òàêèõ óðàâíåíèé

(ìû ýòî ñäåëàëè äåòàëüíî â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ) ïåðåéäåì òåïåðü ê íåëèíåéíîìó ðå-

æèìó ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí êîíå÷íîé àìïëèòóäû.

Íåëèíåéíûé ðåæèì )||  ,||( 00 pp <δρ<δρ . Âíà÷àëå ïîïûòàåìñÿ êà÷åñòâåííî

îïèñàòü îñíîâíûå ÷åðòû íåëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, íå ïðèáåãàÿ ê ìàòåìàòèêå.

Íàèáîëåå ïðîñòî ýòî ñäåëàòü, åñëè îáðàòèòüñÿ ê âëèÿíèþ ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè (ôîð-

ìóëà 6.36). Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà ρ= dpc /d , òî ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ðàç-

ëè÷íûå ÷àñòè âîëíû ìîãóò äâèãàòüñÿ ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè.

Íà ðèñ. 6.8 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü (6.36) è äëÿ òðåõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè

0ρ , 1ρ  è 2ρ  ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê ãðàôèêó ôóíêöèè )(ρ= pp , óãëîâûå êîýôôè-

öèåíòû êîòîðûõ ðàâíû êâàäðàòó ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Èç ýòîãî ãðàôè-
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êà ìîæíî ñäåëàòü êà÷åñòâåííûé âûâîä î òîì, ÷òî

÷åì âûøå ïëîòíîñòü ó÷àñòêà âîëíû, òåì áîëü-

øå åãî ñêîðîñòü.

Åñëè, íàïðèìåð, ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà

(âîëíà ïëîòíîñòè) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè Ox

(ðèñ. 6.9), òî èç-çà ðàçëè÷èÿ ñêîðîñòåé åå ðàçíûõ

÷àñòåé îíà áóäåò ïîñòåïåííî ìåíÿòü ñâîþ ôîð-

ìó. Íà ðèñóíêå äëÿ ïðîñòîòû ïîêàçàíû ëèøü òðè

ñêîðîñòè ( )
1

d/d1 ρ
ρ= pc , ( )

0

d/d0 ρ
ρ= pc  è

( )
2

d/d2 ρ
ρ= pc .

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü

òðåìÿ ýòàïàìè.

Íà I ýòàïå âîëíà òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ïèëîîáðàçíóþ, îáëàäàþùóþ ñêà÷êîì ïëîò-

íîñòè ρ  (à òàêæå äàâëåíèÿ p è ñêîðîñòè v). Ýòà ïèëîîáðàçíàÿ âîëíà ïðèîáðåòàåò óäàð-

íûé ôðîíò, øèðèíà êîòîðîãî ∆xô ïî ìåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ óìåíüøàåòñÿ è äîñòèãàåò

âåëè÷èíû ïîðÿäêà äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà.

Íà II ýòàïå ïðîèñõîäèò íåëèíåéíîå çàòóõàíèå âîëíû äàæå ïðè î÷åíü ìàëîé âÿç-

êîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè ñðåäû. Ýòîò, íà ïåðâûé âçãëÿä, íåîæèäàííûé ýôôåêò ñâÿçàí ñ

ïåðåõîäîì â òåïëî ÷àñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìîëåêóë, îáëàäàþùèõ ãèäðîäèíàìè÷åñ-

êèìè ñêîðîñòÿìè v. Ýòè ìîëåêóëû ïîä äåéñòâèåì ïåðåïàäîâ äàâëåíèÿ íà äëèíå ñâîáîä-

íîãî ïðîáåãà ïðèîáðåòàþò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, êîòîðàÿ çàòåì ïåðåõîäèò â òåïëî ïðè

íåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèÿõ. Ïðîñòåéøèé ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ýíåðãèÿ, ïåðåøåäøàÿ â

òåïëî, áóäåò ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì íà I ýòàïå, êîãäà íà øèðèíå ∆xô ïðîèñõîäèëè

ìíîãî÷èñëåííûå ñòîëêíîâåíèÿ. Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòà òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ çàèìñòâóåòñÿ ó

ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âîëíû.

III ýòàï ñâÿçàí ñ âîçðàñòàþùèì âëèÿíèåì âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè, êîòîðûå

îñîáåííî ñèëüíû â îáëàñòÿõ áîëüøèõ ïåðåïàäîâ ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû (âñëåäñòâèå ëî-

êàëüíîãî àäèàáàòè÷åñêîãî íàãðåâà èëè îõëàæäåíèÿ ïðè êîëåáàíèÿõ ãàçà). Ðåçêèå ïåðåïàäû

ñêîðîñòè ïðèâîäÿò ê âîçðàñòàíèþ ñèë âÿçêîñòè, à ïåðåïàäû òåìïåðàòóðû íà ìàñøòàáàõ

ïîðÿäêà äëèíû âîëíû âëåêóò îòòîê òåïëà èç áîëåå íàãðåòûõ îáëàñòåé â ìåíåå íàãðåòûå. Èç-

çà ýòèõ ïðè÷èí ÷àñòü ýíåðãèè âîëíû ïåðåõîäèò â òåïëî, è åå àìïëèòóäà óìåíüøàåòñÿ. Ïî-

ñêîëüêó ïîãëîùåíèå çâóêà ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ÷àñòîòû, áûñòðåå çàòóõàþò âîëíû

âûñøèõ ÷àñòîò, è âîëíà òðàíñôîðìè-

ðóåòñÿ â ãàðìîíè÷åñêóþ âîëíó ñ èñ-

õîäíîé (íà÷àëüíîé) ÷àñòîòîé.

Ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå

âûøå, íîñÿò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ íåëè-

p
2

p
0

p
1

r
1

r
2

r
0

r

p

Ðèñ. 6.8.

I ýòàï II ýòàï III ýòàï x
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r
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0
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0

c
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c
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D xô

Ðèñ. 6.9.
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íåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ìû èñïîëüçóåì íàèáîëåå óïðîùåííûé ïîäõîä ê àíàëèçó

ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (6.40)�(6.41). Îãîâîðèìñÿ ñðàçó, ÷òî ïîñêîëüêó óðàâíå-

íèÿ Ýéëåðà îïèñûâàþò ïîâåäåíèå íåâÿçêîé ñðåäû, òî ìû ñìîæåì ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå âîëíû ëèøü íà ïåðâûõ äâóõ ýòàïàõ.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ â (6.41) â âèäå:

),(

,
d

d

0

00

δρ⋅
∂
∂−=

∂
∂ρ+

∂
∂δρ

∂
∂⋅⋅δρ−

∂
∂⋅ρ−δρ−=

∂
∂δ+

∂
∂ρ

v

v

v

v

v

v

vv

xxt

xxtx

p

t
(6.44)

ãäå âñå íåëèíåéíûå ÷ëåíû, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ìåíüøèå ëèíåéíûõ, ïåðåíåñåíû â ïðà-

âûå ÷àñòè óðàâíåíèé.

Ñ ó÷åòîì ìàëîñòè íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé â íåëèíåéíîé àêóñòè-

êå ðàçðàáîòàíû ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ, ñìûñë êîòîðûõ ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè

çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ â ðÿäå ñëó÷àåâ íåñëîæíûå àíàëèòè-

÷åñêèå ðåøåíèÿ. Îäíî èç òàêèõ óðàâíåíèé ìû ñåé÷àñ è ïîëó÷èì, îäíàêî ñäåëàåì ýòî

ïðåäåëüíî ïðîñòî. Äëÿ ýòîãî, âî-ïåðâûõ, ìû îãðàíè÷èìñÿ âíà÷àëå ëèøü êèíåìàòè÷åñ-

êîé íåëèíåéíîñòüþ, à, âî-âòîðûõ, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìåæäó ñêîðîñòüþ v è âîçìó-

ùåíèåì δρ  ñóùåñòâóåò òàêàÿ æå ñâÿçü, êàê è â ëèíåéíîì ðåæèìå:

,
000 cp

p v=
ρ
δρ=δ=ε− (6.45)

ãäå ε � îòíîñèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà ãàçà ( 0<ε  ïðè ñæàòèè è 0>ε
ïðè ðàçðåæåíèè). Ýòà ñâÿçü ïîçâîëÿåò íàì îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì èç äâóõ óðàâíåíèé ãèä-

ðîäèíàìèêè. Ïðåäïî÷òèòåëüíåå, íàïðèìåð, âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå ïðîñòûì óðàâíåíèåì

íåïðåðûâíîñòè. Ïðè ïîäñòàíîâêå âî âòîðîå óðàâíåíèå (6.44) âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè δρ ,

ïðîïîðöèîíàëüíîãî, ñîãëàñíî (6.45), ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòè v, ïîëó÷àåì íåëèíåé-

íîå óðàâíåíèå:

.20 xx
c

t ∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂ v

v

vv (6.46)

Çàìåòèì, ÷òî â ëèíåéíîì ðåæèìå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ, åãî

ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà:

)/(),( 0cxtftx −=v , (6.47)

îïèñûâàþùàÿ áåãóùóþ ñî ñêîðîñòüþ c0 áåç èñêàæåíèÿ âäîëü îñè Ox àêóñòè÷åñêóþ âîëíó.

Â íåëèíåéíîì ðåæèìå ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ïåðåïèøåì óðàâ-

íåíèå (6.46) â âèäå

.0)2( 0 =
∂
∂++

∂
∂

x
c

t

v

v

v (6.48)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ó÷àñòêà âîëíû ðàâíà

v20 += cc (6.49)

è çàâèñèò îò ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòè ÷àñòèö.
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Äëÿ ôðàãìåíòà ãàðìîíè-

÷åñêîé âîëíû ãèäðîäèíàìè÷åñêîé

ñêîðîñòè, èçîáðàæåííîãî íà

ðèñ. 6.10, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèíóñî-

èäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè

âäîëü îñè Ox òðàíñôîðìèðóåòñÿ â

ïèëîîáðàçíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, îáà

ìåõàíèçìà íåëèíåéíîñòè ñïîñîá-

ñòâóþò òðàíñôîðìàöèè ãàðìîíè-

÷åñêîé âîëíû â ïèëîîáðàçíóþ.

Åñëè áû ìû ñ ñàìîãî íà-

÷àëà ó÷ëè äåéñòâèå îáîèõ ìåõà-

íèçìîâ íåëèíåéíîñòè, òî èç óðàâíåíèé (6.44) è (6.40) ìû áû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå

0)( 0 =
∂
∂β++

∂
∂

x
c

t

v

v

v

, (6.50)

ãäå 2/)1( +γ=β  � íåëèíåéíûé ïàðàìåòð, îòðàæàþùèé äåéñòâèå îáîèõ ìåõàíèçìîâ

íåëèíåéíîñòè. Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (6.49) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé,

ïîñêîëüêó â îòñóòñòâèå ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè )1( =γ  íåëèíåéíûé ïàðàìåòð 1=β ,

è íà ñàìîì äåëå v+= 0cc . Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè ñâÿçü â âèäå (6.45),

êîòîðàÿ äëÿ âîëí êîíå÷íîé àìïëèòóäû íå ÿâëÿåòñÿ âåðíîé.

Ïî àíàëîãèè ñ (6.47) ìû ìîæåì çàïèñàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.50) â âèäå:







β+

−=
v

v

0

),(
c

x
tftx . (6.51)

Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ïðîñòûõ (ðèìàíîâûõ) âîëí. Òåïåðü íå ñî-

ñòàâëÿåò òðóäà êîëè÷åñòâåííî îïèñàòü òðàíñôîðìàöèþ ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû â ïèëîîá-

ðàçíóþ.

Ïóñòü íà âõîäå â ñðåäó (ïðè x = 0)

ttft ω== sin)(),0( 0vv . (6.52)

Òîãäà íà ðàññòîÿíèè x

.sin
2
0

0





















⋅β+τω= vvv x

c
(6.53)

Çäåñü 0/ cxt −=τ  � òàê íàçûâàåìîå ëîêàëüíîå âðåìÿ, îòñ÷èòûâàåìîå íàáëþäàòåëåì,

íàõîäÿùèìñÿ íà ðàññòîÿíèè x îò íà÷àëà êîîðäèíàò, îò ìîìåíòà âðåìåíè x/c0.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà çàâèñèìîñòè (6.53) ïåðåïèøåì åå â ÿâíîì âèäå

,arcsin
0íë0 v

v

v

v ⋅−=ωτ
l

x
(6.54)

ãäå

βω
=

0

2
0

íë
v

c
l (6.55)

v
0

�v
0

x

v

c
0 0
+2v

c
0 0
 � 2v

c
0

0

Ðèñ. 6.10.
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õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ðàçâèâàåò-

ñÿ çíà÷èòåëüíîå íåëèíåéíîå èñêàæåíèå âîëíû.

Ýòî ðàññòîÿíèå ñîêðàùàåòñÿ ñ ðîñòîì àìïëèòó-

äû 0v  èñõîäíîé âîëíû è íåëèíåéíîãî ïàðàìåò-

ðà.

Íà ðèñ. 6.11 èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèÿ

ñêîðîñòè â ïðåäåëàõ îäíîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé

äëÿ âîëíû íà ðàññòîÿíèÿõ 0=x  (1); íël<x  (2);

íël>x  (3). Èç ýòèõ êðèâûõ âèäíî, ÷òî ñèíóñî-

èäàëüíàÿ âîëíà ïðåâðàùàåòñÿ ïîñòåïåííî â ïè-

ëîîáðàçíóþ, à ïðè íël>x  â ïðîôèëå âîëíû

ïîÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîñòü. Ýòà íåîäíîçíà÷-

íîñòü íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà è âîçíèêëà ëèøü èç-çà ïðåíåáðåæåíèÿ âÿçêîñòüþ

ãàçà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðè 0=ωτ  ñêîðîñòü èñïûòûâàåò ñêà÷îê, èëè ðàçðûâ (îò âåëè-

÷èíû ñêîðîñòè â òî÷êå À äî âåëè÷èíû ñêîðîñòè â òî÷êå Â). Ïîëîæåíèå óäàðíîãî ôðîíòà

çàäàåòñÿ ëèíèåé ÀÂ, êîòîðóþ ïðîâîäÿò òàê, ÷òîáû çàøòðèõîâàííûå ïëîùàäè ñâåðõó è

ñíèçó îò ÀÂ áûëè áû îäèíàêîâû (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÀÂ ñîâïàäàåò ñ îñüþ Oy).

Òàêèì ïîñòðîåíèåì àâòîìàòè÷åñêè ó÷èòûâàåòñÿ íåëèíåéíîå çàòóõàíèå âîëíû. Ðàññòîÿ-

íèå íël , êàê íåòðóäíî òåïåðü ïîíÿòü, ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì, íà êîòîðîì ó âîëíû ïîÿâëÿ-

þòñÿ ðàçðûâû ñêîðîñòè v, ïëîòíîñòè ρ  è äàâëåíèÿ pδ . Ê ñîæàëåíèþ, áåç ó÷åòà âÿçêîñòè

øèðèíà óäàðíîãî ôðîíòà ïîëó÷èëàñü ðàâíîé íóëþ. Â ðåàëüíîé ñèòóàöèè îíà êîíå÷íà è

âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì âÿçêîñòè.

Ó÷åò âÿçêîñòè ïîçâîëÿåò îïèñàòü III ýòàï ðàñïðîñòðàíåíèÿ, îäíàêî ýòî âûõîäèò

çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.

Ãîâîðÿ îá îáðàçîâàíèè óäàðíîãî ôðîíòà â êîíöå I ýòàïà è ïîñëåäóþùåì íåëè-

íåéíîì çàòóõàíèè íà II ýòàïå, ìû íå äîëæíû çàáûâàòü î íàëè÷èè îáû÷íîãî (ëèíåéíîãî)

ïîãëîùåíèÿ âîëíû âñëåäñòâèå âÿçêîñòè ñðåäû. Ýòî ïîãëîùåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýô-

ôèöèåíòîì α  (ñì. ôîðìóëó (5.19)) è çàâèñèò îò ÷àñòîòû. Àìïëèòóäà âîëíû ïðè ëèíåé-

íîì ïîãëîùåíèè óìåíüøàåòñÿ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó óæå íà I ýòàïå:
ç-x/

00 e)( l
vv =x , ãäå 1

ç
−α=l  õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå, õàðàêòåðèçóþùåå ïîãëîùåíèå

çâóêà. Åñòåñòâåííî, ÷òî óìåíüøåíèå àìïëèòóäû 0v  «ïðèòîðìàæèâàåò» ïðîöåññ èñêàæå-

íèÿ ïðîôèëÿ âîëíû. Åñëè ïîãëîùåíèå òàêîâî, ÷òî íëç ll < , òî íåëèíåéíîå èñêàæåíèå

ìîæåò è íå ïðîÿâëÿòüñÿ âîâñå.

Â àêóñòèêå îòíîøåíèå

íëç /Re ll= (6.56)

íàçûâàþò àêóñòè÷åñêèì ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà. Åñëè 10Re > , òî âîëíà ñ÷èòàåòñÿ ìîùíîé,

è äëÿ íåå èìååò ìåñòî íåëèíåéíîå èñêàæåíèå. Ïðè 1Re <  âîëíà ñëàáàÿ, è íåëèíåéíîå

èñêàæåíèå ïîäàâëåíî îáû÷íûì ëèíåéíûì ïîãëîùåíèåì.

Åñëè ó÷åñòü äàëåå, ÷òî àìïëèòóäà ñêîðîñòè 0v  ñâÿçàíà ñ àìïëèòóäîé âîçìóùå-

1

2

3

1

�1

A

B

v v/
0

wtp-p

Ðèñ. 6.11.
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íèÿ äàâëåíèÿ 0)( pδ  àêóñòè÷åñêèì çàêîíîì Îìà, òî íåëèíåéíàÿ äëèíà áóäåò îáðàòíî ïðî-

ïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå 0)( pδ :

.
)(2 0

3
0

íë p

ñ

δπβν
ρ

=l (6.57)

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå äëÿ àêóñòè÷åñêîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ïðèìåò âèä:

.
p)()(2

Re 0
3
0

0ç

íë

ç

ν
δ

=
ρ

δβνπ
==

D

c

pl

l

l (6.58)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (5.21) 21
ç ~ −− να=l , D � êîíñòàíòà, õà-

ðàêòåðèçóþùàÿ íåëèíåéíûå è âÿçêîñòíûå ñâîéñòâà ñðåäû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûïîëíèì íåêîòîðûå îöåíêè, èëëþñòðèðóþùèå êîëè÷åñòâåí-

íûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâîé âîëíû â âîäå, ãäå D = 300 (Ïà.ñ)�1. Ïðè

÷àñòîòå óëüòðàçâóêà 1=ν  ÌÃö ðàññòîÿíèå çl = 50 ì, è óñëîâèå 10Re >  âûïîëíÿåòñÿ,

ñîãëàñíî (6.58), äëÿ âîëí ñ àìïëèòóäîé çâóêîâîãî äàâëåíèÿ 4
0 103)( ⋅>δp Ïà, èëè èíòåí-

ñèâíîñòüþ

300
2

)(

0

2
0 =

ρ
δ

>
c

p
I  Âò/ì2. (6.59)

Ñîîòâåòñòâóþùèé óðîâåíü çâóêîâîãî äàâëåíèÿ 180>pL  äÁ. Äëÿ âîëí ñ òàêèìè èíòåí-

ñèâíîñòÿìè 510/çíë =< ll  ì, ïîýòîìó óæå íà ïåðâûõ ìåòðàõ ñâîåãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ

óëüòðàçâóêîâàÿ âîëíà áóäåò ïðåâðàùàòüñÿ â ïèëîîáðàçíóþ, è çàòåì ïðè íël>x  íà÷íåòñÿ

åå íåëèíåéíîå çàòóõàíèå.

Êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç ôîðìóëû (6.54) ñ ó÷åòîì ïîñòðîåíèÿ ïîëîæåíèÿ óäàðíî-

ãî ôðîíòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 6.11, àìïëèòóäà ïèëîîáðàçíîé âîëíû ïðè 1Re >>  óáû-

âàåò ñ ïðîéäåííûì ðàññòîÿíèåì x ïî çàêîíó

.
/1

)(
)(

íë

0
íë

l
l

x

p
xp

+
δ

=>δ (6.60)

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû ñðàçó ìîæíî ñäåëàòü âàæíûé âûâîä î òîì, ÷òî âåëè-

÷èíà pδ  íå ìîæåò ïðåâçîéòè íåêîòîðîå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå, êàê áû ìû íè óâåëè÷èâàëè

àìïëèòóäó ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû 0)( pδ . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óâåëè÷åíèè 0)( pδ  âåëè÷è-

íà 0íë )/(1~ pδl  óìåíüøàåòñÿ, è pδ  ñòðåìèòñÿ ê maxpδ . Âåëè÷èíà maxpδ  ìîæåò áûòü

êîððåêòíî ïîäñ÷èòàíà ïðè îäíîâðåìåííîì ó÷åòå ëèíåéíîãî ïîãëîùåíèÿ è íåëèíåéíîãî

çàòóõàíèÿ (ýòî âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà) è îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

.
4

ç/
max

lxe
D

p −ν=δ (6.61)

Îöåíèì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè Imax, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïåðå-

äàíà â âîäå óëüòðàçâóêîâûì ëó÷îì ñ ÷àñòîòîé 1=ν  ÌÃö íà ðàññòîÿíèå 1002 ç == lx  ì:

1
8

2
ç/2

2
0

2

0

2
max

max =
ρ

ν=
ρ

δ
= − lxe

Dcc

p
I  Âò/ì2. (6.62)

Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ, íàèëó÷øèõ äëÿ âîçáóæäåíèÿ ìîùíûõ óëüòðàçâóêî-

âûõ âîëí â âîäå, íà ðàññòîÿíèå 100=x  ì ÷åðåç ïëîùàäü ñå÷åíèÿ 1 ì2 ìîæíî ïåðåäàòü

ýíåðãèþ, äîñòàòî÷íóþ ëèøü äëÿ ñâå÷åíèÿ ëàìïî÷êè îò êàðìàííîãî ôîíàðèêà. Ýòî íè â
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êàêîå ñðàâíåíèå íå èäåò ñ òîé ýíåðãèåé, êîòîðóþ ïîñûëàþò óëüòðàçâóêîâûå ïóøêè, èñ-

ïîëüçóåìûå ãåðîÿìè íàó÷íî-ôàíòàñòè÷åñêîãî ðîìàíà Ã. Àäàìîâà «Òàéíà äâóõ îêåàíîâ»,

ãäå óëüòðàçâóêîâûì ëó÷îì ÿêîáû ïîâðåæäàþò êîðàáëè è ðàêåòû.

Â ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ � à êàê æå îáúÿñ-

íèòü ðàçðóøàþùåå äåéñòâèå âçðûâíûõ óäàðíûõ âîëí íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ìåñòà

âçðûâà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ êðîåòñÿ â òîì, ÷òî âçðûâíàÿ óäàðíàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé îäèíî÷íûé èìïóëüñ, è åãî àìïëèòóäà pδ  óáûâàåò ñ ðàññòîÿíèåì x áîëåå ìåäëåí-

íî, ÷åì ó ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû:

2/1
íë

0
íë

)/1(

)(
)(

l

l

x

p
xp

+
δ

=>δ . (6.63)

Ïðè âîçðàñòàíèè â ýïèöåíòðå âçðûâà àìïëèòóäû èìïóëüñà 0)( pδ  áóäåò íåîãðà-

íè÷åííî óâåëè÷èâàòüñÿ è âåëè÷èíà pδ , êîòîðàÿ ïðè áîëüøîé ìîùíîñòè çàðÿäà îêàæåò-

ñÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ ðàçðóøåíèÿ ïðåïÿòñòâèÿ.

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî òåì íå ìåíåå íåëèíåéíîå çàòóõàíèå íå îãðàíè÷èâàåò øèðî-

êîå ïðèìåíåíèå óëüòðàçâóêà â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ, ïîñêîëüêó íël  îáû÷íî ñðàâíèìà

ñ ðàçìåðàìè ëàáîðàòîðíûõ àêóñòè÷åñêèõ  ñèñòåì èëè ïðåâîñõîäèò èõ.

Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè î ðàñïðîñòðàíåíèè òîëüêî îäíîé âîëíû. Îäíàêî åñëè

ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ, íàïðèìåð, äâå âîëíû ñ ÷àñòîòàìè 1ω  è 2ω , òî íåëèíåéíîå âçàèìî-

äåéñòâèå ìåæäó íèìè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âîëí ñ äðóãèìè ÷àñòîòàìè. Ñðåäè íèõ âîë-

íû ñ êðàòíûìè ÷àñòîòàìè 11ωn  è 22ωn  (ãàðìîíèêè) è âîëíû ñ êîìáèíàöèîííûìè ÷àñòî-

òàìè 2211 ω±ω nn  ( 1n  è 2n  � öåëûå ÷èñëà). Â àêóñòèêå, ãäå äèñïåðñèÿ îòñóòñòâóåò, âñå

ýòè âîëíû äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, ïîýòîìó îíè ìîãóò ýôôåêòèâíî âçàèìî-

äåéñòâîâàòü ìåæäó ñîáîé, ïðîõîäÿ áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ.

Ãåíåðàöèÿ ãàðìîíèê è âîëí ñ êîìáèíàöèîííûìè ÷àñòîòàìè èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðè-

ìåíåíèÿ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà äâóõ ïðèìåðàõ.

1. Ïðè èçó÷åíèè óïðóãèõ è ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ èõ îáû÷-

íî ïîäâåðãàþò áîëüøèì íàãðóçêàì ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ïðåññîâ, ðàçâèâàþùèõ äàâ-

ëåíèÿ, áëèçêèå ê ïðåäåëàì ïðî÷íîñòè ýòèõ ìàòåðèàëîâ èëè ïðåâîñõîäÿùèå èõ, ò.å. äåñÿò-

êè òûñÿ÷ àòìîñôåð. Âìåñòî ýòîé ãðîìîçäêîé è äîðîãîñòîÿùåé àïïàðàòóðû èñïîëüçóþò

ìåòîäû íåëèíåéíîé àêóñòèêè. Äëÿ ýòîãî ê îäíîìó òîðöó îáðàçöà èññëåäóåìîãî ìàòåðèà-

ëà ïðèêëåèâàþò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé èçëó÷àòåëü ìîùíîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû ÷àñòîòû

ω . Íà äðóãîì êîíöå îáðàçöà ïîìåùàþò òàêîé æå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ïðåîáðàçîâàòåëü

(ïðèåìíèê çâóêà), íà âûõîäå êîòîðîãî ðåãèñòðèðóþò è çàòåì îáðàáàòûâàþò ýëåêòðè÷åñ-

êèé ñèãíàë. Ïîñëåäíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ êîëåáàíèé íà ÷àñòîòàõ ω ,

ω2 , ω3  è ò.ä. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèãíàë ñîñòîèò èç îñíîâíîé, âòîðîé, òðåòüåé è ò.ä. ãàðìîíèê.

Ñèãíàë íà îñíîâíîé ÷àñòîòå íåñåò èíôîðìàöèþ î ëèíåéíîì ìîäóëå Þíãà, òàê êàê ñî-

ãëàñíî çàêîíó Ãóêà äåôîðìàöèè ïðîïîðöèîíàëüíû ïðèëîæåííûì íàïðÿæåíèÿì. Â îáëà-

ñòè áîëüøèõ íàïðÿæåíèé âñëåäñòâèå ïëàñòè÷íîñòè è òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà ñâÿçü äåôîð-

ìàöèé è íàïðÿæåíèé îïèñûâàþò ñ èñïîëüçîâàíèåì íåëèíåéíûõ ìîäóëåé. Èíôîðìàöèþ
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î òàêèõ ìîäóëÿõ íåñåò óæå àìïëèòóäà ñèãíàëà ñ ÷àñòîòîé 2ω (âòîðàÿ ãàðìîíèêà), è ò.ä.

2. Äðóãèì ÿðêèì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ íåëèíåéíîé àêóñòèêè ÿâëÿ-

åòñÿ ãåíåðàöèÿ â âîäå óçêîíàïðàâëåííûõ ïó÷êîâ àêóñòè÷åñêèõ âîëí ñ äëèíîé λ. Ýòî îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ àíòåíí. Ïðè çíàêîìñòâå ñ

ÿâëåíèåì äèôðàêöèè âîëí ìû îòìå÷àëè, ÷òî óãëîâàÿ ðàñõîäèìîñòü ϑ çâóêîâîãî ïó÷êà

òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ðàçìåð l ïåðåäàþùåãî èçëó÷àòåëÿ (àíòåííû). Ïðîáëåìó èçãî-

òîâëåíèÿ îãðîìíûõ èçëó÷àþùèõ àíòåíí ñ ðàçìåðàìè â äåñÿòêè ìåòðîâ ìîæíî îáîéòè,

èñïîëüçóÿ íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå â âîäå äâóõ ïàðàëëåëüíî ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ

ìîùíûõ çâóêîâûõ âîëí ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè 1ω  è 2ω . Ýòè âîëíû èçëó÷àþòñÿ ãîðèçîí-

òàëüíî ïîãðóæåííûì â âîäó îäíèì ïüåçîèçëó÷àòåëåì ðàçìåðîì 10~l  ñì. Îáå âîëíû äî

èõ çàòóõàíèÿ ïðîéäóò ðàññòîÿíèå 310~L  ì. Â ýòîé ïðîòÿæåííîé îáëàñòè ðîæäàåòñÿ

âîëíà íèçêîé (ðàçíîñòíîé) ÷àñòîòû 12 ω−ω=ω , êîòîðàÿ çàòóõàåò ãîðàçäî ñëàáåå è ìî-

æåò ïðîéòè î÷åíü áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âûòÿíóòûé îáúåì âîäû ñ ìàëûì

ïîïåðå÷íûì ðàçìåðîì l è áîëüøèì ïðîäîëüíûì ðàçìåðîì L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèãàí-

òñêóþ åñòåñòâåííóþ àíòåííó, èçëó÷àþùóþ çâóêîâîé ïó÷îê ðàçíîñòíîé ÷àñòîòû âäîëü

ñàìîé âûòÿíóòîé àíòåííû. Îäíàêî, ðàñõîäèìîñòü ϑ ýòîãî ïó÷êà óæå áóäåò çàäàâàòüñÿ

âûðàæåíèåì

ϑ = (λ / L)1/2. (6.64)

Ïðè ÷àñòîòå 1~2/ πω=ν êÃö, 1~λ ì è ïðè 310~L ì ïîëó÷àåì

ϑ ∼ 3.10�2 ðàä = 1,8°. Òàêàÿ ÷ðåçâû÷àéíî ìàëàÿ ðàñõîäèìîñòü ïó÷êà ðàçíîñòíîé ÷àñòî-

òû ïîçâîëÿåò ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ïðîâîäèòü ìîðñêèå èññëåäîâàíèÿ: èçó÷àòü ðåëüåô

äíà, çàíèìàòüñÿ àðõåîëîãè÷åñêèìè èçûñêàíèÿìè â ïðèäîííûõ ñëîÿõ ãðóíòà, â çàèëåí-

íûõ îçåðàõ, îáíàðóæèâàòü ñêîïëåíèÿ ðûáû ó ïîâåðõíîñòè è äíà ìîðÿ, íà ìåëêîâîäüå �

òàì, ãäå îáû÷íûå ãèäðîëîêàòîðû íåýôôåêòèâíû, è ò.ä.

Óåäèíåííûå âîëíû (ñîëèòîíû). Â 1834 ãîäó øîòëàíäñêèé èíæåíåð-êîðàáëå-

ñòðîèòåëü è ó÷åíûé Äæ. Ðàññåë, íàáëþäàÿ çà äâèæåíèåì áàðæè ïî êàíàëó, êîòîðóþ òà-

ùèëà ïàðà ëîøàäåé, îáðàòèë âíèìàíèå íà óäèâèòåëüíîå ÿâëåíèå. Ïðè âíåçàïíîé îñòà-

íîâêå ñóäíà ìàññà âîäû âîêðóã áàðæè â óçêîì êàíàëå íå îñòàíîâèëàñü, à ñîáðàëàñü îêîëî

íîñà ñóäíà, è çàòåì îòîðâàëàñü îò íåãî è â âèäå áîëüøîãî óåäèíåííîãî âîäíîãî õîëìà

ñòàëà äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ îêîëî 8 ìèëü â ÷àñ. Óäèâèòåëüíî, ÷òî ôîðìà õîëìà â ïðî-

öåññå åãî äâèæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿëàñü. Ðàññåë íàçâàë ýòî äâèæóùååñÿ ïî ïîâåðõ-

íîñòè âîäû îáðàçîâàíèå «great solitary wave», ÷òî â ïåðåâîäå îçíà÷àåò «áîëüøàÿ óåäè-

íåííàÿ âîëíà».

Òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå óåäèíåííûå âîëíû ïîëó÷èëè âïîñëåäñòâèè â ðàáî-

òàõ ôðàíöóçñêîãî ó÷åíîãî Æ. Â. äå Áóññèíåñêà è àíãëèéñêîãî ôèçèêà Äæ. Ðýëåÿ. Îíè

îáîñíîâàëè ìàòåìàòè÷åñêè âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ óåäèíåííûõ âîëí â ìåëêîâîä-

íûõ êàíàëàõ.

Ïîñëå ñìåðòè Ðàññåëà â 1895 ãîäó ãîëëàíäñêèé ôèçèê Ä. Êîðòåâåã è åãî ó÷åíèê
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Ã. äå Ôðèñ âûâåëè óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå óåäèíåííûå âîëíû. Ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷è-

ëî íàçâàíèå óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèñà (óðàâíåíèå ÊÄÔ) è èìååò âèä
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Îíî îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ïîâåðõíîñòíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ìåëêîé âîäå.

Çäåñü gHc =0  � ñêîðîñòü âîëí ìåëêîé âîäû, H � ãëóáèíà âîäîåìà. Îòìåòèì ñðàçó,

÷òî ïî âèäó óðàâíåíèå ÊÄÔ îòëè÷àåòñÿ îò íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (6.50) íàëè÷èåì äî-

ïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà 3

32

6 x

sH

∂
∂

, îòâåòñòâåííîãî çà äèñïåðñèþ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí (õîòÿ

è íåáîëüøóþ íà ìåëêîé âîäå).

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïîäðîáíåå âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè è äèñïåðñèè íà ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå ïîâåðõíîñòíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí. Ïî àíàëîãèè ñ íåëèíåéíûìè àêóñ-

òè÷åñêèìè âîëíàìè ñðàçó ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ñêîðîñòü ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ ïîâåðõíîñò-

íîé âîëíû áóäåò ðàçëè÷íà:
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Èç-çà ðàçëè÷èÿ ñêîðîñòåé (ãðåáåíü âîëíû äâèæåòñÿ áûñòðåå âïàäèíû) ïðîèñõîäèò

ïðåâðàùåíèå ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû â ïèëîîáðàçíóþ. Êðóòîé ôðîíò ïîä äåéñòâèåì ñèëû

òÿæåñòè îïðîêèäûâàåòñÿ, è íà ïîâåðõíîñòè âîäû ïîÿâëÿþòñÿ ïåíèñòûå ãðåáåøêè. Îïðîêè-

äûâàíèå ôðîíòà ëåãêî íàáëþäàòü ïðè äâèæåíèè âîëíû ïî ìåëêîâîäüþ âáëèçè áåðåãà

(ðèñ. 6.12). Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ íåëèíåéíîå èñêàæåíèå âîëíû ìîæåò êîìïåíñèðîâàòüñÿ

äèñïåðñèåé. Â ñàìîì äåëå, ïè-

ëîîáðàçíàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé íàáîð ãàðìîíè÷åñêèõ

âîëí ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè. Èç-

çà äèñïåðñèè ýòè âîëíû äâè-

æóòñÿ ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè,

è ïîýòîìó ïèëîîáðàçíûé

ôðàãìåíò âîëíû, ïîäîáíî èì-

ïóëüñó, ñòðåìèòñÿ ðàñøèðèòü-

ñÿ. Ïðè îïðåäåëåííîé ôîðìå

ôðàãìåíòà îáà êîíêóðèðóþ-

ùèõ ìåõàíèçìà ìîãóò êîìïåí-

ñèðîâàòü äðóã äðóãà, è òîãäà ïî

ïîâåðõíîñòè âîäû ïîáåæèò óñ-

òîé÷èâàÿ ñòðóêòóðà â âèäå

óåäèíåííîé âîëíû (ñîëèòîíà).

Âûÿñíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà

ýòîé óåäèíåííîé âîëíû.Ðèñ. 6.12.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîëè-

òîí èìååò àìïëèòóäó s0, ïðîòÿ-

æåííîñòü âäîëü îñè Ox, ðàâíóþ l,

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé

õîëìèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñóí-

êå 6.13. Îöåíèì âåëè÷èíû íåëè-

íåéíîãî è äèñïåðñèîííîãî ÷ëåíîâ
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Â (6.67) ó÷òåíî, ÷òî íà ïåðåäíåì è çàäíåì ôðîíòàõ õîëìèêà 0
3

3
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s
. Åñòåñòâåííî, ÷òî

îáà ìåõàíèçìà áóäóò êîìïåíñèðîâàòü äðóã äðóãà ïðè óñëîâèè
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Ïîñëåäíåå íàêëàäûâàåò ñâÿçü íà àìïëèòóäó s0 è äëèíó l  ñîëèòîíà:

0

3
2

s

H≈l . (6.69)

Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áîëüøå àìïëèòóäà ñîëèòîíà s0, òåì ìåíüøå äîëæíà áûòü

åãî äëèíà l. Ñêîðîñòü ñîëèòîíà c âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì àìïëèòóäû, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ

íåëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.

Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÄÔ, îïèñûâàþùåå ñîëèòîí, èìååò âèä
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Ïðè ýòîì äëèíà ñîëèòîíà l ñâÿçàíà ñ àìïëèòóäîé s0 ñîîòíîøåíèåì
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Åñëè Hs <<0 , òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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Ýòó ôîðìóëó ìû óæå çàïèñûâàëè ïðè êà÷åñòâåííîì îáñóæäåíèè ïîâåäåíèÿ ãðà-

âèòàöèîííûõ âîëí ïî ìåðå èõ ïðèáëèæåíèÿ ê áåðåãó.
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Ðèñ. 6.13.
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Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñîëèòîí ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ñòðóêòóðîé. Åñëè ïåðâî-

íà÷àëüíî ñîîòíîøåíèå (6.71) íå âûïîëíÿåòñÿ è àìïëèòóäà s0 ñëèøêîì âåëèêà, òî âîäÿ-

íîé õîëì ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî ìåíüøèõ õîëìèêîâ, èç êîòîðûõ ñôîðìèðóþòñÿ ñîëè-

òîíû. Íàïðîòèâ, åñëè s0 ñëèøêîì ìàëà, òî òàêîé íèçêèé õîëì ðàñïîëçåòñÿ âñëåäñòâèå

äèñïåðñèè.

Ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì áîëüøèíñòâî âîëí öóíàìè îáðàçóþòñÿ, êîãäà

äîñòàòî÷íî êðóïíûé, íî áåçâðåäíûé â îêåàíå ñîëèòîí âûáðàñûâàåòñÿ íà áåðåã. Ïðè ïîä-

õîäå ê áåðåãó îí ñòàíîâèòñÿ âûøå è êîðî÷å, è åãî âûñîòà ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìà ñ ãëóáè-

íîé îêåàíà âáëèçè áåðåãà.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîé òåìû îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáíàðóæåíû ñîëèòîíû

äëÿ âîëí ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Òàê, íàïðèìåð, ñóùåñòâóþò ñîëèòîíû ïðè ðàñïðîñòðàíå-

íèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí â êðèñòàëëàõ, ñâåòîâûõ èìïóëüñîâ â âîëîêîííûõ ñâåòîâîäàõ,

èîííî-çâóêîâûõ âîëí â ïëàçìå è äð. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâîâàíèå ñîëèòîíîâ îáóñëîâ-

ëåíî âçàèìíîé êîìïåíñàöèåé íåëèíåéíûõ è äèñïåðñèîííûõ ýôôåêòîâ. Åñòåñòâåííî, ÷òî

ýíåðãèÿ, ïåðåíîñèìàÿ óåäèíåííîé âîëíîé ëþáîé ïðèðîäû, áóäåò äèññèïèðîâàòü â òåïëî,

ïîýòîìó ïî ìåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ àìïëèòóäà ñîëèòîíà áóäåò ñòðåìèòüñÿ óìåíüøèòüñÿ,

÷òî, åñòåñòâåííî, ðàíî èëè ïîçäíî ïðèâåäåò ê åãî èñ÷åçíîâåíèþ.
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